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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Construction d’une surface algébrique de diviseur quatre

par Lrciexy GODIIAT X,
Membre de 1'Académic.

Résumé. — Construction dans un espace linéaire & six dimensions
d’unc surface dout Ie systéme canonique est composé au moyen d’'une

4

involution d’ordre deux ot dont le diviseur de Severt est égal 4 quatre.

Dans un travaitl antérieur (1), nous avons construit des surfaces
dont le diviseur de Severi est égal 4 deux en utilisant la représen-
tation de involution d’ordre deux engendrée par une homogra-
phie biaxiale harmonique d’un hyperespace. Le méme procédé
pourrait étre utilis¢ pour construire des surfaces de diviseur
quelconque et notamment des surfaces dont le diviseur est une
puissance de deux. Bien que cette gquestion soit quasi immédiate,
nous nous arréterons dans cette note sur un cas particulier, la
surface obtenue possédant des proprié¢tés qui nous parraissent
dignes de remarques. Nous établissons précisé¢ment le théoréme
suivant :

St on considere dans un espace linéaive a onze dimensions qualtre
plans ne se vencontrant pas deux & deux et dans chacun de ces plans
une conique trvéductrble, les cdnes projetant chagque conigque de
Vespace a huit dimensions détermané par les trovs plans qui ne la

(V) Une famille de crvfaces algébriques de divisenr deux (BULLETIN DE L ACa-
PEMIE ROY. DE BELGIQUE, 1839, pp. 373-380).
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Construcizon & une surjace algébvigue de diviseny guatve
contrennent pas, on obtient une varviété @ sept dimensions ct d'ovdre
16. La section de celle variélé par un cspace lindaive & six dimensions
est une surface ¥V, possedant 32 points dowubles coniques ef dont les
sections hvperplanes forment le systéme canonique. La surface
double de support 17, avant comme points de divamation les 32
poinls doubles de celle suvface a le diviseur de Severt égal a qualtye.
Son svsteine canonigue st forwmé des courbes canonigues doubles
de 17,

La surface double obtenue représente une involution abélienne
d’ordre quatre appartenant a une surface intersection de cing
hyperguadriques dans un espace a sept dimensions (4.

1. Considérons dans un cspace linéaire 5, a sept dimensions
le groupe composdé par les quatre homographies biaxiales harmo-

nicjues
I ( Yo Xy Xy S S X5 — Xg — Xg
| H
Lo Vi X Vi Yy Ay Vg Xa
y ( Xq X, Y, Yy X, X Yg %q )
R ’
Xy X, X Ay X, X, X X
— Vo X1 Yy Xy ¥a ¥y g X7
li , T - ( s
Yo Ay Va Xy vy X5 Vg Xq
i ( Ty * Xy Xy — Xy — X Ve X7 )
1 = -
- Ky Xq X X3 ¥q X3 Ao Xq
On o
_ Xo Xy Xe Xy X, —Xz —Xg —Xq
ML H, - HyH, = ( ) »
Y, X, Xa Xg Xy, Xg Xg X
. Xop Xy e oAy Yq X Xg o Xy
H,H, = 11,1, = ,
X 1 Xy X X4 X5 X X
£ Ay Xy Xy Xy A X Xy
H,H, = H,H, - ( ‘ ,
xo xl :T.;.z .763 %4 x_r_' ;"Lrﬁ %7,

(11 D'our les propriétés des involutions utilisées, voir nolre ovuviage Théorie
des invoelutions cvoligues appartenant a4 une suvjace algébwigue el applications
{Romme, Cromonese, 1H65).



L. Godeaux

et les homographies considérées engendrent dans S, une involu-
tion d’ordre huit. Les axes des homographies H,, H,, H,;, H, sont
une droite et un espace a cinq dimensions. Ceux des trois derniéres
homographies sont des cspaces a trols dimensions. Observons que
ces trois dernieres homographies forment un groupe trirectangle.

Les hyperquadriques de S, transformées en elles-mémes par
Phomographie H H, forment deux familles,

Lﬂikx@%k — 0, ('3, /e — O, 1, 2, 3 _; 4, 5_., 6, 7), (1)
Shopkiky = 0, (6=0123.k—40567. (2

Rapportons projectivement les hyperquadriques (1) aux hyper-

plans d’'un espace linéaire 5,4 a 19 dimensions. En posant
Xix = %% et en éliminant les x, on obtient les équations

‘ X?:?P | = 0_, (?:, k = O, 1’ 2’ 8) (3)
X =0, h=1456T7 (4)

les déterminants des premiers membres étant de caractéristique
un.

Dans lespace X, 3 = ... = X,; = 0, les équations (3) repré-
sentent une vari¢té de Veronese £2,, image des quadriques d’un
espace a trois dimensions, d’ordre huit, appartenant 4 un espace
a neuf dimensions, 2. De méme, dans 'espace 2,, d’équations
Xog = ... = Xgg = 0, les équations (4) représentent une variété
de Veronese £2, d’ordre huit, analogue a4 2.

Dans l'espace 5., les équations (3) et (4) reprdésentent unc
variété Vit A sept dimensions, d’ordre 64, lieu des droites s’ap-
puyant sur les variétés de Veronese £2,, £2,. Chacune de ces varié-
tés est multiple d’ordre huit pour la variété V3%,

La variété V3* représente I'involution d’ordre deux engendrée
par '’homographie H,H, dans S,. Une droite de V! représente
Ies couples de points de cette involution situés sur une droite unie
de I’'homographic H,H,.

Si 'on ¢léve le premier membre de I'équation (2) au carré, on
obtient

Eﬂikﬂikxi ;‘ka = 0,

c’est-a-dire une hyperquadrique passant par les espaces 2, 2,
et rencontrant V3* suivant une variété réglée a six dimensions.
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Construction d une surface alglbrigue de drviseny qualee

la varité V' fe long de chacunce des droites de cette varidté a six
dimensions, Celle-cl est done d'ordre 64 ¢galement.
Pour obtenir une image de 'involution d'ordre liuit engendrdée

Dapres Ia thdéorie des involntions, cette hypoerquadrique touche

dans S, par les homographics considérées, observons que e
systeme des hyperquadriques appartenant a cette involution ot
e passant pas par les axes des homographies a pour équation Ia
somme de quatre formes quadratiques 'une en x,, 2, Ia secorde
en X, X5, la trotsieme en x,, x,, ot la dernicére en xy, v, Cette dgua-
tion a 12 coefficients et en rapportant projectivemnent les hyper-
quadrigues en question aux herperplans d'un espace 5, 4 onze
dimensions, on obtient les équations

< gi ’ XOUXI] = 0, —j'% ' K:&‘.’.X:!:i == 1), Xzs de‘\:” =0,

X2 XoaX 77 0.

Lles représentent une varicte V3% de dimension sept ot d ordre
16,

La variét¢ V¥ est U'image d'une involution d'ordre quatre
appartenant & la variété vt

2. Ces points rappelés, représentons par A (a,, v), B(x,, x,),
Colxg, x5), Dylxg, x5) des formes quadratiques de leurs arguments
ct considérons les équations

A, B, Gy b 1D, e 0, (01,2005, 4 0 (™)

les premiers membres ¢tant lincairement inddpendants,

Ces hyperguadriques ont en commun une surface I, dTordre 32,
transformdée en sol par les homographics considérées. Celles-a
déterminent sur F unc involution I d’ordre hiuit.

Dans les espaces S, 5 rencontrés plus haut, les dquations (H)
se tradulsent par les ¢quations de cing hvperplans.

Dans Uespace S|, ces hyperplans coupent Ta variétd VB suivant
unc surface W, d’ordre 64, représentant involution d’ordre deux
engendrée sur I par Phomographie 1L, Cette surlace cst
normale dans un cspace 5, 4 quatorze dimensions.

Observons que les courbes canoniques de 17 sont découpdes sur
cette surface par les hyperquadriques de S, done les sections
hvperplanes de 19, forment le systéme canoniqiue de la surface.
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1. Godeanux

On verra du reste phus loin que le genre géométrique de la surface
Fi,estp, = 10

I'image de linvolution 1, d'ordre huit, est la section de la
varidté Vi® de S, par les hyperplans correspondant aux éqguations
(5). Cest une surface I, d'ordre 16 appartenant donc a un espace
a six dimensions. Ses sections hyperplanes constituent son sys-
téme canonique. Son genre géométrique est donec p, == 7. Cela
résulte d’aiticurs d'un théoréme d'Enriques sur les surfaces inter-
sections compidtes de cing hvperquadriques dans un espace a sept
dimensions.

3. L’homographie H H, a pour axes deux espaces a trois
dimensions et la surface I' n'a auvcun point commun avec ces
cspaces, donce 'invelution 1, engendrée par H H, sur la surface
IF est dépourvue de points unis. Entre les genres arithmétiques
p,de Fetp, de 17, on alarelation

poo= b =2p, + 1)

[Les hyperquadriques de 5, découpent sur F le systeme cano-
nigue et d’autre part la surface étant intersection compléte
d hvperquadriques, cst réguliere. On a donc p, = p, = 31. On
en déduit p, = p, - 1b car I étant réguliere, il en est de méme
de I¥),. On a ainsi confirmation du résultat obtenu plus hant,

Aux homographies H,;, H, correspond dans S;, une méme
homographie H; dont les ¢quations sont

- r ke ot K i
pXoy = Xy, pXog = — Xy, Xpip = — Xy Xpyy = Xy,
X, = X, pour les autres coordonndes.
ik [N

De méme aux homographies H, Hy de 5, correspond une homo-
graphic H, de 5,, dont les ¢quations sont
pXgs = - Xyg  pXRyq o Rarr pXs = XRiee pXr o0 o Xse,

pXi - Ny opour les autres coordonnées,

Aux homographies H, H,;, H,; H, correspond dans 5,4 1une méme
homographie H' et on voit que H' = H;H,.

Les homographies H’, Hj, 11, forment un groupe trirectangle
ct engendrent sur F o, une involution d'ordre quatre dont Fj est
une image.

w1

]

der
I



Constraclion dune suyface algébrique de diviseur guatre

Observons que les involutions détermindes sur I€ par les homo-
graphics H ;H, ¢t H,H,; sont dépourvues de points unts, done
Uinvolution T’ détermiinée sur €, par 'homographie 1 est dépour-

iz o
vue de points unis.

On en déduit que la surface I image de 'mvolution 17, qui est
réguliere, a les genres p, b, o= 7.

4. Sur 17, 'homographte H | détermine une involution I d’ordre
deux, possédant 32 points unis. Iin effet, un des axes de 'homo-
graphie H, est un cspace i cing dimensions qui rencontre Fooen
32 points.

Ces 32 points se répartissent en 16 conples de points communs
au« mvolutions I, engendrée par H/H, ¢t 1, engendrdée par
H,. A ces 16 couples correspondent sur 1) 16 points unis pour
involution 1,

De méme, les 32 pomnts unis de I'involution I, engendrée par
I'homographic H, se répartissent en 16 couples unis de 'involu-
tion [,. Celle-ci possede done 32 points unis.

L’'involution I, posséde de méme 32 points unis.

Diésignons par F; une surface image de Pinvolution I, Entre
les genres arithmétiques 4, <+ 15 de 19, ot p, de I7], nous avons
la relation

P2(p, 1) = 21A2(p, + 1} 3.32

d'olt p, = 11. La surface IY) est réguliere ct o les genres p, o P,
= 11. Ses scctions hyperplanes forment le systéme canonique,
La surface I appartient & la variété d'ordre 32 d'équations

N XooXqr -0, X5 NppXyy 0. et {4)

située dans un cspace a 15 dimensions. e est découpdée sur cette
variété par un espace a 10 dimensions,

Aux involutions 17 ¢t Iy de la surface 1Yy, correspond, sur I,
une involution 1; d’ordre deux. Les 32 points unis de Pinvolution
I, forment 16 couples de points communs aux involutions 17 et
I] et il leur correspond sur Fy 16 points unis de involution Ij.
Une surface image de Uinvolution 17 est la surface 7). Entre les
gentes arithmétiques p, == 7 de IF] et 4, de F,, on a la relation

d'olt p, = 7 comme on 'avait déji obtenu plus haut.
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[.. Godeanx

Les 32 points de diramation de la correspondance {1,2) entre
les surfaces I9) et 17, sont doubles coniques pour la premiere de
ces surfaces ot il leur correspond 16 points doubles coniques de la
surface 17, IDYautre part, les 18 points de diramation pour la
correspondance (1,2) entre les surfaces I, ¢t 1] sont doubles
conigues pour )7, Cette surface posstde donc 32 points doubles
CONIICS.

5. Soit Fune surface image de 'involution 1” de la surface I ;.
Cette involution étant dépourvue de points unis, le genre arith-
métique de I est 4, = 7.

Aux involutions 13, I, de ¥, coriespond sur Y une involution
I possédant 32 points unis, Cette involution a pour image la
surface I7,. Entre les genres arithmdétiques p, = 7de Fret p, = 7
de 17, nous devons avoir la relation

12(p, — 1) == 2.12(p, - 1)

et
et
o

ce it est unce dentitd .

Les surfaces 17 et 17, sont régulieres conme If et leurs systémes
canonigques ont la méme dimension p, 1w 60 I en résudte que
I'on peut prendre comme modele projectif de I la surface double
de support 1, avec comme pomnts de diramation les 32 points
cdoubles coniques de |,

lintre les surfaces F' ¢t F, nous avons unc correspondance {1,4)
privée de points de diramation, done I surface 147 a le diviseur de
Devert o == 4,

I e est dTaallenrs de méme de 7).

6. Reprenons les équations de la surface F,o Cette surface
appartient a la variété Vi° de 5, d’équations

NE o XopX,, =0, X2, N,X., = 0,
X2, XX = 0, NZ, XX, = 0.

ot est la section de cette varidétd par un cspace Hy o dix dimensions.

Lo premicre des équations ceprésente une conigue 7y située
dans le plan o) d’équations X, == Ny - . == X4, == 0. Désignons
de méme par 1, 17, I, les coniques situdes dans les plans o, oy,
oy défines de Ia méme maniere en partant des autres éguations
precedentes.

TG —



Constriction dune surviaee alglbvique de diviseny gualye

Les plans oy, g, 04, oy Ne se rencontrent pas dens & denx ot
variété Vi° appartient anx cdnes projetant chacune des coniquics
r, r, r, I, de Vespace & hot dimensions détermind par coux
des plans oy, 0, o4, o, i e la conticment pas,

I'espace 5¢ contenant les plans oy, o, oy coupe Uespace 5,
contenant 17, snivant un espace o trots dimensions S, guioest
double pour l¢ cdne projetant 77, de Sy et par consdguent ponr
V3t Dans cet espace Sy, les trois derniers des eones contenant Vi3°
déterminent trois quadrigues sc rencontrant en huit points ap-
partenant a Ir; et qui sont doubles pour cette surface. lKn chacun
de ces points le cdne tangent & la surface projette lo conique [7).

Les 32 points doubles conigques de I se répartissent hiit par
huit dans les espaces a hoit dimensions déterminés par trois des
plans o, a,, g4, o,

7. Le systerae canonigie de 15 étant découpé par les hyper-
quadriques de S, e genre hndaire de cette surface ost {7}
27— 1. Les pomnts doubles contques Tune surface  tCaviant
auncunce influence sur le systeme canonigque de celle-c1, les genres
linéaires des surtaces 9, B, By sont respectivement égaux i
20 11,25 1, et 2001
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