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COMMUNICATIONS DES MEAMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQU

Une involution appartenant a
une surface intersection d’hyperquadriques

par LucreEx GODEATUXN

Membre de U vcadéimie.

Dans cette courte note nous appliquons & un cas particulier
qui nous parait intéressant la théoriec des involutions cychiques
n'avant qu'un nombre fini de points unis appartenant & une
surface algébrique, que nous avons développée dans un ouvrage
récent (). Linvolution envisagée appartient a une surface in-
tersection d’hyperquadriques et posséde six points unis de
structures différentes.

Comme nous I'avons montré, la structure d'un point uni, c’'cst-
a-dire l'ensemble des points unis infiniment voisins du point
unt considéré, dépend de deux nombres entiers o, 8. Ceux-cl se
déterminent en considérant linvolution induite dans le plan
tangent a la surface au point uni envisagé.

1. Soit, dans un espace lindéaire S;, ;, a4 2 - 1 dimensions, une
homographie H d’¢quations

PXg = Xy, PXq == V), pXy == €Xy, Py = €Vy, ...
Pxézf = Et’t‘aa‘, PXoit1 = €1x2r’+1: s
- — D1 ! — P 1y
PXap_p = €27 Xy, o, pXop_ 4 = €PNy, 4,

ot p est un nombre premier impair et ¢ une racine primitive
d’ordre p de l'unité.

(Y} Théorie des inuvolutions cycliques appartenant & une surface algébrique et
applications. Monografie Matematiche del Consiglio Nazionale delle Ricerche,
nY 11 (Roma, Edizion: Cremonese, 1963).
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L. Godeaux. -~ Une wnvolution apparienant, ctc.

Nous représenterons par o,(y;, x,) une formce quadratique cn
Xpoxy, et par g {x,, . vy, x;) une forme bilindaire en x,, x, eten
xv,, ¥, les cefficients de ces formes ¢tant variables ¢t n'étant pas
les mémes d’'une équation a l'autre.

Il existe p systémes lindaires d’hyperquadriques | Q,
o [ Qs
Le systeme | Q,

Ot

transformées en elles-mémes par 'homographic H.
a pour équation

2u(Xg. X)) = (o, X5 5 Xy ay Vyp ) o =0
Le systéme | Q, | a pour équation
w(Fars Vaina)  Yn(¥e, Y15 ¥ Yar) o = 0.

Lorsque l'on effectue 'homographic H, les équations des
q 8 1

hyvperquadriques Qg Q,, ..., O, se reproduisent multiplices
par |, e, ..., €”"1 pris dans un certain ordre.

2. Considérons la surface F intersection d’une hyperquadrique
de chacun des svstémes |Qq [, | Qy |, | Q.| et de deux hyper-
quadriques de chacun des systémes |Q 1, [Qyi ... [Qua |-
La surface F est d’ordre 22973 et ses courbes canoniques C sont
découpées par les hvpersurfaces d'ordre 2 - 6.

Le genre arithmdétique de I7 est (1)

pa==T(2p - 2 D(2p D) 48] 2@ |

c’est-a-dire
p. = (2p2 — 11p + 106) 2272 . |,
Son genre linéaire est

75(1} = (p -- 3)z 221 L 1.

3. »ur la surface I, 'homographie H engendre une involution 1
d’ordre $.

Si nous désignons par O, le sommet de la pyramide de réfé-
rence dont toutes les coordonnées sont nulles sauf xy, les axes
ponctuels de 'homographie H sont les droites O,0,, 0,0,
02021, s OzpaOps.

(1) Voir notre note Swur les courbes ef suvfaces intevsections d'hyperquadriques
(Bulletin de ' Acaddmic royale de Belgique, 1944, pp. 262-269).
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1. Godeaux. - Une involution appartenant a

I.a surface I ne rencontre que les trois premiers axes, chacun
en deux points et 'involution I possede donc six points unis,

Les points unis de 1 situés sur la droite 0,0, ont évidemment
meme structure et pour étudier celle-ci, nous supposcrons que
le terme en x; manque dans 'équation de U'hyperquadrique Q,
passant par If. LLe point O, cst alors un des points unis de I situé
sur la droite O0,. L'hyperplan tangent en O, a (), est alors x, =0.
[Les hyperplans tangents en ce point a Q, ¢t Q, sont respective-
ment

(1, O xy, x5) = 0, 5!‘11(1, 0 a5, x9) =0

ot les coefficients sont naturellement constants.

Lespace 5,,_, tangent en O, aux deux hyperquadriques de
(), passant par I' est donné par v, = 0, x;, = 0.

Iot ainsi de suite. Le plan tangent & la surface F en O, appar-
tient a tous les hvperplans de la pyramide fondamentale sauf aux
quatre hyperplans x, = 0, x5 = 0, xy = 0, 3y = 0. Ce plan s’ap-
puie donce sur la droite O,0, en un point Py et sur la droite 040,
en un point Pg Dans ce plan, H détermine une homographie non
homologique dont les points unis sont O, P, Ps. S1 nous dési-
ZNONS PAar vy, ¥,, ¥y les coordennées d'un point de ce plan, 1’homo-
graphie déterminée par Il a pour équations

! - ! . " . -
Yo Va Mg = Vo, ¥y €lyg.

Lle point uni O, est donc caractérisé par les nombres « = 2,

4. Comnsidérons les pomnts unis de linvolution 1 situés sur la

droite 0,0, et supposons que I'un de ceux-ci soit le point O,.
IZn raisonnant comme dans le premier cas, on voit que le plan
tangent a I' en O, s’appuie en un point Py sur Og0, et en un point
Py, . sur O,, ,0,, ;. Dans ce plan, I'homographie H détermine
I’homographie
Yo Y6l Vapos = €2y fyg; 7y, .
ou, en posant n = €2
Vo5 Ve Yap—z = Y2, Ve ; ° Wap_a.
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une surface intersection d’hvperguadrigues

[.e point uni O, cst done caractérisé par les nombres a = f =
P - 1. Clest ce que nous avons appeld un point uni svmeétrique.

Supposens enfin gue parmi les points unis de l'involution [
situés sur la droite 3,0, se trouve le point O,. On trouve que le
plan tangent a I¥ en O, rencontre la droite OO0, en un point P,
et la droite O,,_,0,, , ent un point P’,, .. Dans ce plan, I'homo-
graphie H détermine 'homographie

! . '_.' . ! _ E . Ll .

Ny Vo Vo q = V. Ve €7 PV g
c'est-a-dire, en posant » = 772

el el At —mn . E . 2

Ve Mod Map ca 7= Ya o Vo TV 1

Le point uni O, est done caractérisé par les nombres a = 2,

L1 .
)}') e 3 (/) *!* J.)

On voit done que des six potnts unis de Uinvolution I sur la
surface ¥, deux sont des points unis symétriques (a = 8= p — 1)

: : e 1
et quatre des points unis caractérisés par a = 2, § == 5 (p + 1).

5. Dés=ignons par II7 une surface image de I'involution [

[e svstéme canonique  C | de 17, découpdé sur cette surface
par les hypersurfaces d'ordre 4 - 3, contient certainement 4
systémes lindaires | Cp i, Gy, ... 1€, | appartenant & invo-
Iution 1. Supposons que le premier | C, | soit le transformé du
systeme canonique [ C | de I

Rappelons que les points unis symdétriques d'une involution
n’appartiennent pas au systéme | C, | mais interviennent pour
$2 - 1 unités dans la relation entre les genres arithmétiques

pode IF et p, de I

Par contre, un point uni caractérisé para = 2 et 5 = 5 (p+ 1)

contient, dans son domaine du premier ordre, deux points unis
dont I'un est un point uni de premiere espece. Le point de dira-
mation corrcespondant est équivalent a deux courbes rationnelles

. X 1
Yo, v, la premicre de degré virtuel — 35 {p + 1), la seconde de

o ‘ 1 :
degré virtuel — 2. lL.es courbes €, passent 5 {(p - 1) fois par un
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L. Godeanx. - Une involution appartenant, elc.

tel point et par le point uni de premicre espeéce qui lul est infini-
ment voisin. Dans la relation entre p, ct p, le point intervient

1
pour (p — 1) (p - 11) unités.

(On a donc
7

12(pa + 1) = 12p(py + 1) - 2Ap* = 1) £ 5(p  Dip - 1),
d’on, en remplacant p, par sa valeur donnée plus haut,
Plpy + 1) = (2p* — H1p + 16)2275 4 2(p — 1),
It faut encore prouver que le second membre est multiple de $.
Nous pouvons écrire
Plha 1) = p(2p + 5225 — 2p 1) (2271 = 1201 + 1)
et, p étant premier, le facteur 27~1 - [ est multiple de p d'apres

le théoréme de Fermat.

[.es courbes canoniques C, passent 5 (Hp -t 1) - 2= 5 (p — 3)
fois par les quatre points unis situés sur les droites O,0, et 0,0,
et par les points unis de premicére espeéce infiniment voisins, donc
le genre lindaire »'! de T’ est donné par

Pt 2m(p - BY2 — p(p ) L 2(p - 3)2
d’ots
PP — 1) = 2p — B2 1) (207 e 1),

Le second membre est divisinle par » d’aprés le théoréme de

Fermat.

Liege, le 7 décembre 1964,
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