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COMMUNICATIONS DES MEMBRIES

GEOMETRILE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Sur les directrices de Wilczynski des surfaces ayant mémes
quadrilatéres de Demoulin

par Luciey GODEAUX,

Membre de ' Acaddnmice.

Résumé. - ktude des relations entre les directrices de Wilezynski
de deux surfaces avant mémes quadrilatéres de Demoulin et de
questions connexes.

A une surface (x), de l'espace ordinaire, rapportée & ses asymp-
totiques 1, v, nous avons attaché dans un espace a cinq dimenstons
une suite de Laplace 1. déterminée par les points U, V' de I'hvper-
quadrique QO de Klein représentant les tangentes xx,, xx, aux
asymptotiques 2, v en un point de la surface (x). Le point U
est le transformé de Laplace de V dans le sens des v et V celu
de U dans le sens des # (Bompiani, Tzitzeica). Lorsque le point
U3, troisiéeme transformé de Laplace de U dans le sens des v,
appartient a I'hyperguadrique ) et u’il en est de méme du point
V3, troisiecme transformé de V dans le sens des w7, la suite L a la
période huit. La droite USV3 gppartient 4 (@ et il cxiste une sur-
face (¥) dont les asvmptotiques sont les lignes #, », la tangente
XX, étant représentée par le point V2 et la tangente ¥%, par le
point U3, Les surfaces (x), (¥) ont alors mémes quadrilatéres de
Demoulin, c’est-a-dire que les quadriques de Lie attachées aux
surfaces (x), (¥) en deux points homologues x, ¥ se rencontrent
suivant les arétes du tétraédre de Demonlin correspondant.
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L. Godeaux. — Sur les divectrices de Wilczynski, etc.

Nous avons, dans des notes antdérieures, étudié les surfaces (x),
(¥} ct notamment établi les équations donnant le point ¥ en
fonetion du point x (1). Nous voudrions revenir sur ces surfaces
pour ¢tudier les relations existant entre leurs directrices de Wilc-
zynskl et quelques questions connexes. Nous montrons pour
commencer que la condition nécessaire ct suffisante pour que
la suite I. ait la période huit est que les points U? V?® appartien-
nent & ’hyperquadrique de Klein. Nous établissons ensuite les
équations des directrices de Wilczvnski de la surfaces (¥) ainsi
que celles de la droite x¥ et de la droite commune aux plans
tangents aux surfaces {x), {¥) en deux points homologues. Nous
terminons en donnant deux relations entre les invariants de la
suite L (2},

1. Soit (x) une surface rapportée & ses asyvmptotiques u, v.
L.es coordonnées normales de Wilczynski du point x satisfant au
systéme d’équations aux dérivées particlles completement inté-
grable

Xpw -+ 2bx, 4+ cx = 0, x,.. + 2ax, 4- c;x = 0.
I.es points
U=jx ! V=]|xv x|

de U'hyperquadrique QO de Klein de S satisfont aux équations

U, +=20V =0, V,4 2aU =0
et appartiennent & une suite de Laplace L,
s U U UV N T (L}

olt chaque point est le transformdé du précédent dans le sens des #.
La suite 1. est autopolaire par rapport a ().

(1) Sur les surfaces avanl mémes quadvilatéves de Dewoulin (BULLETIN DE
L"ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE, 1953, pp. 243-252, 363-368).

(2} PPour les notations et les svmboles utilisds ici, voir notre exposd sur fa
Théorie des Surfaces et UEspace véglé, NCTUALITES SCIENT., N© 138 (Paris, Her-
manu, 19345 11 v a ceperudant quelques diflférences dans nos notations : les
numdcros ('ordre sont placés en haut et les dérivations sont indiqudes en indices,
ceci pour nous mettre en accord avec les notations habitucllement utilisdes
actucllement.
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L. Godeaux. — Sur les divectrices de Wilczvnsks des surfaces

Désignons par £2(p, g) = 0 la condition pour que deux points
£, g soient conjugudés par rapport & Q, 'équation de cette hyper-
quadrique étant {p, p) = 0.

Supposons que les points U#, V3 appartiennent a ), ¢’est-a-dire
que l'on ait

QU3 U =0, Q(V3 V3 = 0.

Nous allons montrer que le point V* coincide avec le point U3

L’hyperplan polaire de I3 par rapport a4 ) touche cette hyper-
quadrique en U?; 1l contient les points Vi, V2 V3 V4 V5 et les
points U2, U1 puisque le plan UZU3U? touche () en UP L'hyper-
plan polaire de V4 est T2U3TUHUSUS, I contient le point V3 et
on a donc £2(V*, V3} = (. En dérivant cette relation par rapport

a o, ona (V4 V) == 0. En dérivant de nouvean cette relation
par rapport a v et en observant que £ (V3 V2 = 0, on a £ (V3

V1) = (. L’hvperplan polaire de V?* contient donc les points V?,
V2 V3 U3 U2 et coincide avec I'hvperplan polaire de U2, on en
conclut que les points U2 et V4 coincident. On démontre de méme
que les points Ut et V3 coincident et la suite I a la période huit,

Inversement, s1 la suite L a la période huit, le point U? coincide
avec le point V1 et est son propre conjugné, il appartient donc &
(3. Il en est de méme du point V3

La condition nécessaive et suffisanie pour que la swite 1. ait la
période it est que les pornts U3, V¥ apparfiennent a Uhyperquadri-
gie () de Klein.

Observons que la droite U2V ? appartient & 'hyperquadrique ).
Elle représente un faisceau de rayvons de sommet £. Lorsque #, v
varient, le point ¥ décrit une surface (¥). Nous avons montré
que les asymptotiques de cette surface sont les courbes u, v et
que l'on a

2. Nous poserons pour abréger,

H - (].Og b) o] H2 - (10‘%‘ ba}?%h'a)-w I{ — (1Og a)m
K, == (log a*ik,s)..,
8 = Ela B (log 028), = %J a (log a2a},,

M= KK, — a, N = HH, — &,
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avant mémes gquadrilaiéves de Demoulin

Nous avons ¢tabli les relations
Us -+ H,U2 + B, U + 560U -4 24 (aV - KV + V2) = 0,
Vi + KoV2 o o,V 4+ a8V + 26 (fU + HU 4+ U2 = 0.
On en déduit

QUS UY = -~ 2 (HH, — 8,) 4 = — 2N4, (U3, U) = — 2H,4,
Q (U3, V) = 4ad,
Q(V3, V1) == 2Md, Q(V3, V)= 2K,4, Q(V: U) = — 4bA.

3. Désignons par
Wl = 01 -+ \;’1) We o 71 L V1

les points de O qui représentent les directrices de Wilczynski
wl, w? attachées au point x de la surface (x). Omn sait que la droite
w! passe par le point x et que la droite w? se trouve dans le plan
tangent & (x) en x.

Soient W1 et W2 les points de Q qui représentent les directrices
de Wilczynski @!, @2 de la surface (%) attachées au point ¥ homo-
logue de x. Nous supposerons que la droite @! passe par %, la
droite @2 se trouvant dans le plan tangent a (¥) en &.

Le plan UVW! appartient a () et représente la gerbe de rayons
de sommet x. De méme, le plan UsVsW1 appartient a Q et re-
présente la gerbe de rayons de sommet %. Il en résulte que ces
deux plans ont en commun un point R qui représente la droite
vl = xX%.

Supposcens que {'on ait

R = AU | uV -+ »WL

Le point R? est conjugué des points U3, V3 et on a

%.Q (U3, RY) == — 2H,XA + 4ap — 2Ny = 0,
L0 (Ve RY = — 40X+ 2Ky + 2D — 0.

On trouve donc
R = (2aM - K,N) U + (26N H- H,M) V + (4ab — HK,) W1

SCIENCES. - - 1964, — 51 — 4



1. Godeaux. — Sur les divectrices de Wilczynski des surfaces

Les points W1, W2 sont les intersections de QO avec la droite
C2v2. Posons
T;’\("l oz /\1U2 + #1"'?2.

TLes points R et W' sont conjugués, denc on a

Q (R, WY = 402 (RY, U2 4+ 4,02 (R, V) = 0.

On a
1
Z (R, U%) = 2 {2aM 4+ K,N) + 2H (4ab - H,K,),
1
g (R, V) = - 2 (20N 4+ HM) - 2K {dadb — H.K,).

On pcut donc écrire

Wi = (2BN - H,a, + 4abK) U2 - (2aM — K, B8, + 4abH) V2.

4. T.es plans UVW?2 et USVSW2 appartiennent 4 Q et repré-
sentent respectivement les plans rdéglés tangents aux surfaces
(x}, {¥) cn deux points homologues x, ¥. Ils ont donc en commun
un point RR? représentant la droite »? commune & ces deux plans
tangents. Ecrivons

R?2 = AU 4+ pV 4+ W2

Nous avons

:i] 2 (R2, U3) — - 2H,A + 4dap -- 2Nv = 0,
% 2 (R2, V3 = — 4bA - 2K,u -- 2My = 0.

On en conclut
R? = (2aM — K,N) U — (20N — H,AM) V -- (4ad — H,K,) W2

S1 nous posons

W = U2 &,V
110118 avOoIls
W2 = (2N + Hya, - 4adK) U? -F (2aM + K,8, — 4abH) V2,
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avant mémes quadrilatéves de Demoulin

5. Sinous écrivons que l'on a
£2(U3 Us) =0, 2(U3, U2 =0, 2(V3, V) =0, Q(V: V) =0,

nous trouvons les quatre relations

BN = a (haa — H,0), (1)
HN = a8 — BH,, (2)
aM = b (458 — K,b), (3)
KM == 56 — aK,. (4)

En éliminant & entre les équations (1) et (3), puis entre les
équations (2) et (4), on obtient

bK, (BN — 4a2a) = aH,; (o,M — 40%8),
b (HN + BH,) = a (KM + «K,).
Par conséquent on a
BN (K:8, — 4abH) = aM (Hya, — 4adK).

Posons
K.B8, — 4abtdl  Hyay — i_i_abK _ 9
aM - bN —

Les expressions de W!, W2 s’¢écrivent
W= 2 (1 — @) (BNU2 — aMV?),
W2 = 2 (1 | ) (BNU2 4 aMV?2),

Les points W3, W2 sont les intersections de la droite U2V?2
avec (b, par conséquent les quantités Ay, py et A, p, satisfont a
I’'équation

A2Q (U2, U2 4+ p20 (V2 V2 =0,
c’est-a-dire
(B + H?) X — (a + K2) p? = 0.

On peut prendre A, = 6N, p, = — aM et A, = BN, u, = alM.
On doit avoir
Ay = Agpy = 0,

b2NZ (8 + H2) = a2M2 (o -+ K2).
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L. Godeaux. — Sur les divectrices de Wilezvnsks des surfaces

On vérifie aisément gue ces relations sont des identités en vertu
des ¢quations {1} a (4).

6. Dans la seconde des notes citées au début, nous avons in-
digqué les conditions pour que les points U¥, V2 appartiennent a
Q. ce sont les relations

N2 -+ H, (8Hy — 2a8) + 4a%w = 0,
M2 4 K, («K, — 256) +— 4528 — (.
Ces conditions remplies, le point ¥ appartient aux plans
H,z' -+ Nz% — 2aaz? == 0,
Hyz2 — 2az® -~ N34 = 0,
Kozt -|- Mz2 — 2882 = 0,
— 257 + Kz% — M2t —= 0.
On obtient ainst les équations locales du point ¥ sous la torme
pzy = 2aaly, + 268H, - MN - 4ab@,
pz, == 2adM + KLN,
pz® - 26N + HM,
ezt = H, K, — 4ab.
On a donc
x = {2aal, + 2587, — MN - 4abf) x
4+ (2aM - K,N) m - (20N - HA) =+ (HK, — 4ab) v.

Les coordonnées du point ¥ données icl sont plus simples que
celles que nous avons données précédemment, mais clles sont
é¢videmment équivalentes. La différence tient au choix des plans
passant par le point.

7. Des ¢quations donnant le point &, soit de 'expression du
point R!, on déduit les équations locales de la drotte #!. On a

z2 23 il

o

.. L — e e . 1
2aM 4+ K,N 25N 1 H,M ILK, — 4ab ")
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avant ménies quadvilatéves de Demonlin

En partant de Uexpression de R2, on trouve, pour ¢quations
locales de la droite #2,

(H.K, — 4ab) z1 - (20N - HLAL 22 + (2aM — K N) 2% == 0,
z4 = (). (r?)

Les équations des directrices de Wilczynski w?, @? de la surface
(x) sont comme on sait

22 =2 =0, w); z2'=z2*=0, (w?.
Celles des directrices de Wilczynski de la surface (¥) sont

bNz! — (BHN -~ aKM) z* — aaMz? = 0, —

(W1
aMzl - (aKM - BHN) 2 — 5Nzt = 0,
(PHN - aKM) 22 — aadMz2 — 3pNz* =0, ) —
(W?2)
PNz aMpd - (BHN - aKAM) 24 =0 |

8. Nous terminerons en établissant deux relations liant les
invariants des ¢quations de Laplace de la suite L.

Posons A=a—+ K2 B=pg+ H?
d’on (V2 V) == 2A4, (U2 13 = — 234,
Iin dérivant la premiére relation par rapport a 2, on a
202V + V2 (log ak, ky),, V2] = 2A A
et comime £2 (V3, V) = (),
2A (log akky), = A
On en déduit A = (ak, k)% (v),

By (v) ¢tant une fonction de v seul.
On obtient de méme, en dérivant la seconde relation par rapport
a v,

B o= (bhhy)? d(2t),

Jra{2¢) étant une fonction de # seul.
On peut d’ailleurs changer les parameétres #, v des asymptoti-
ques pour avolr ¢, (¥) = 1, {1t} = 1. On a alors la relation

{bh 71,)2 DN = (akk,)? aM.

Liége, le 17 janvier 1964.
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