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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Recherches sur les surfaces associées à des suites de

Laplace périodiques

(première note)

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Détermination de relations entre les invariants des

points d'une suite de Laplace périodique associée à une surface.

Dans un mémoire récent [1], nous avons déterminé les condi¬

tions nécessaires et suffisantes pour l'existence d'une surface

associée à une suite de Laplace périodique de l'espace à cinq
dimensions, la suite ayant la période 2n + 2 (n > 2). Dans un
travail en cours de publication dans YArchiv der Mathematik,
nous avons établi plusieurs propriétés de la suite de Laplace
considérée. Dans cette note, nous nous proposons d'établir di¬

verses propriétés des invariants relatifs des points de la suite
de Laplace.

Nous avons établi, dans une note déjà ancienne [2], la relation
linéaire qui lie sept points consécutifs de la suite de Laplace L
associée à une surface. Dans le cas où cette suite est périodique,
cette relation peut être obtenue de deux manières différentes et

l'identification de ces deux relations équivalentes permet d'ob¬
tenir les relations cherchées.

Nous supposerons n > 3, les cas n = 2 et n = 3 ayant déjà
été considérés [3].
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1. Soit (X) une surface rapportée à ses asymptotiques u, v et

(L)

la suite L, autopolaire par rapport à l'hyperquadrique Q de
Klein dans l'espace S5, qui lui est associée, chaque point étant
le transformé de Laplace du précédent dans le sens des u.

Rappelons tout d'abord quelques propriétés de cette suite
lorsqu'elle a la période 2n + 2(n > 3).

Nous posons

U2»+2 = AU, V2n+2 = (jlV
et nous avons

K = 0, (log À)„ = (log abhx ... h2n+1)v,

fiv = 0, (logfi)u = çtogabkj. ... k2n+1)u,

les h et les k étant les invariants relatifs des équations de Laplace
auxquelles satisfont les points de la suite L.

Nous avons

1+ 1 n+i+l
et ensuite

AV' + 2ak1 ... yU21"4 = 0,

pV* + 2 bhx ... = 0.

En outre, on a

Aju> — kabhx ••• ••• — kabhx ... hnkx ...

Les points Un et Vn appartiennent à l'hyperquadrique Q et
représentent les tangentes aux asymptotiques v, u d'une surface (x) .

2. Nous poserons pour abréger

Hn = log bhx ... hn, Kn = log akx ... kn,

H» = log bnhl ... hl_xhn>

K> = log an+1k" ... kl_xkn
et ensuite

0n _ jfn __ K»-3, Wn = Kn — Hn~3.

Observons que l'on a

H> = Hn + Hn_1, K" = K» + K"-1
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et

(log A)„ = H"+1 + K", (log n)u = Kr1 + H».

3. Dans la note citée plus haut, nous avons établi les formules
suivantes :

-J_ gfn+SjJm+S _|_ ßm+AJJm+i _|_ gf»+3JJ«*+3

ak 1 ... km+$
l[am+aUm+2— Âm+2y u1 + hm+1hm+2U"]=0

(1)

... hm+ 2

et

Ym+6 _j_ ifTm+hym+B Qtn+A'ym+A yW+Sm+S

- bhù "
+ W*-.V»]= 0,

drii "• "m+2

où nous avons posé

am = am-X + WZ + ÏT(K: - H-"2),

ßm = ßm+ 1 _|_ 0 + <(H - Kr2)

Nous avons également établi les formules donnant 8W et ym ;

elles sont assez compliquées et nous ne les donnerons pas ici.
Dans les relations (1) et (2), on suppose m positif. Dans la

note citée, nous avons également établi les formules pour
m = — 1, m = — 2. Pour ces valeurs, les points U et V inter¬
viennent dans les formules et les notations km+1, km+2) hm+1, hm+2

n'ont plus de sens.

4. Si, dans la relation (1), nous posons m = n — 2, nous obtenons
une relation entre les points Un+4, Un+S, ..., Un~2, c'est-à-dire
une relation entre les points Vn_s, Vn_2, Vn_1, Vn, Un, Un_1, U"-2.
Si d'autre part, dans la relation (2), on pose m — n — 3, nous
obtenons une relation entre Vn+3, Vn+2, ..., Vn~3, c'est-à-dire

entre les points Un~2, Un_1, Un, Vn, Vn_1, VB_2, Vn-S. Cette relation
doit être identique à la précédente.

En posant m — n — 2 dans la relation (1), on a

XJn+4 _j_ $£+3Un+3 -f jSn+2 Un+2 + 8n+1Un+1

"b.L'"Y'[tt'+'u* ~ Ä"+lu"+I + A»-Au"-2] = °
(3)
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c'est-à-dire

2bh± ... hn+ a

H

— 8»+iUB+1

+ »..«r'v- + jf +»v»-i]

+ "f* "• - Ä.yj+iu»-1 + i-AU-1] = o.
vAj . • • hn

En posant m = n — 3 dans la relation (2), on a

yn+3 _J_ y/n+ayn+2 _J_ aM+iyn+l y«v

bht ... hn

akx ... — J

c'est-à-dire

2akx . . . kfi+ 1

Ü8-V-1 - + kn A-xVn-3] = o,

[*n+2fcn+3u«-» + kn+j¥l+*V»-i + a"+*U«]

_ v»Vn

Q8-V-1 - àn-V«-2 + w_A-iVw-3] = 0.
ÔÂi ...

âîÂj ... — j

En identifiant les relations (4) et (6), il vient

+ = 0,

¥Ta + «+1 = 0,

+2 _ ßnf

akx ... ßnyn + bhx ... Â„8n+1 = 0.

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

5. En posant de même m — n — 3 dans la relation (1) et m =
n — 2 dans la relation (2), on obtient deux relations qui doivent
être identiques. On a précisément

U«+3 -| <J+2Un+2 -f jSn+1Un+1 -j 8wUn

äÄj • • • ifejj

...
[awUn_1 - -f Ân_ A-aU"-3] = 0

(11)
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c'est-à-dire

2Ml •" K+1 [A„+1A„..V-> + + /3»+>V»]
H

— SnUn

+ [»"U»-1 - + ä„_a-iU-3] = 0.
bhi ... Ân-i

yn+4 _|_ /«-3yn+3 _j_ a«+2yn+2 n+iyn+l

... Än+i

...

c'est-à-dire

0î"+iv» - mç+1v«-i + Ä.-1Ä.V»-«] = o,

2flA' 'A' A"+2 + AwÄ+'U-1 + a»+"U~>]

_ y«+l yn+1

... Än+1
+ [ßn+iy _ +lyn-l _|_ n_nV"-2] = 0.

... Äjj

En identifiant les relations (12) et (14). on obtient

n+z + n = o,

0«+2 _|_ 0n+l __ (Ì,

an+ 2 __ a

... knyn+1 -f ... hnhn — 0.

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

6. Les relations (7) et (16) ne sont pas indépendantes. La pre¬
mière s'écrit

Hf3 + Hp+2 - K" - Kr1 + H: - K«-3 = 0

et la seconde

ir2 - ïcr1 + Hr1 + h: - Kr2 - k3 = o.

En soustrayant membre à membre la seconde de la première,
on a

H"+3 - Hr -k: + Kr2 = o.
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c'est-à-dire

(log n+ v = (log K-lK)v,

ce qui est une identité puisque

n+2 «> «+3 == n— 1*

De même, les relations (8) et (15) ne sont pas indépendantes.

On a d'autre part

ßn+ 2 = ßn+1 + 0n+2 + 0n+2n+2 _ R»

p+ 1 = js» + + 0rx(H:+i - KT1).

Puisque hn+2 = on a

H£+2 — K" = H"+1 — K"_1

d'où, en vertu de la relation (16), par addition des deux relations
précédentes,

ßn+2 = ßn

On démontre de même que l'on a

a«+2 _ an

7. On peut observer qu'en faisant m = n — 1 dans la relation (1)
et m = n — 4 dans la relation (2), on obtient deux relations qui
doivent être identiques. Les formules obtenues par cette identifi¬
cation peuvent se déduire des formules (7) à (10) et (15) à (18).
Par contre, si l'on dérive la relation (3) par rapport à u, on obtient
une relation entre les points Un+3, ..., Un~3 qui doit être identique
à la relation (11).

En observant que l'on a

= kn+1 — hn+ 4

et en remplaçant an+1 par sa valeur, on trouve

A„+1U«+° + [A.+,«r* + U"+a + [A„+!jS»+2 + 8S+l] u«1

+ rW+1 - "l1, V1 { (K"+l - H") a"+1 + <+1 M U"
L bh 1 . . • hn

nh h

- Z1'" ln+1 t>nUn_1 - hn-in-2 + = a.
bhx ... hn-x
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L'identification avec la relation (11) donne

- K+W,

»r1 = W+1 - K+*ß"+1,

ak k

8n+1 - 8n = m'" hn [(Kr1 - HS) aM+1 + cC1].

(19)

En dérivant de même la relation (13) par rapport à v et en

identifiant la relation obtenue avec la relation (3), on obtient

(20)

„n+2 _ t XT/n+2 _ U U/n+3
n~}~\ u 3*» »

y?1 = kn+1an+i - fcn+2a«+2,

bh h

y"+i - r = ;;; [(nr - k» p+i + «+1]

8. Des relations (10) et (18), on déduit

y«+ 1 _ y 8n+1 — 8n

bhy hn

En utilisant les dernières des relations (19) et (20), on en tire

ah ... K [(K;+l - H>»+' + <+1] I

= 6Ä! ... a„ [(h;+1 - k;) (3-+1 + ß?1). 1

relation qui se déduit, lorsque hn+1 = kn+1, d'une formule donnée

dans notre note citée plus haut.

On a ensuite

y«+1 _ yn = an+1 + an+l (R1 - H£),

8«+i _ 8" = $+1 + i8»+1 (H"+1 - K").
(22)

Le calcul des quantités yn, yn+1, Sn, 8n+1 est assez compliqué en

utilisant les données précédentes. Nous reprendrons ce calcul
plus tard.

Liège, le 14 juillet 1964.
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