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COMMUNICATIONS DES MEMBRIES

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIRILIIL

Recherches sur les surfaces associées a des suites de
Laplace périodiques
(premicre note)
par Lrciexy GODBEATUX,

Membre de I Académie,

Résmme. —— Détermination de relations entre les invariants des
points d'une suite de T.aplace périodique associée &4 une surface.

Dans un mémoire récent 1], nous avons déterminé les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour l'existence d’une surface
associée 4 une suite de Laplace périodique de l'espace a cing
dimensions, la suite ayant la période 2x + 2 (2 = 2). Dans un
travatl cn cours de publication dans VUAdrchiv der Mathematik,
nous avons ¢tabli plusicurs propriétés de la suite de I.aplace
considérée. Dans cette note, nous nous proposons d’établir di-
verses propriétés des invariants relatifs des points de la suite
de Laplace.

Nous avons établi, dans une note déja ancienne {27, la relation
linéaire qui lie sept points consécutifs de la suite de Laplace L
associée a une surface. Dans lc cas ol cette suite est périodique,
cette relation peut étre obtenue de deux manicéres différentes et
I'identification de ces deux relations équivalentes permet d’ob-
tenir les relations cherchées.

Nous supposerons 2 > 3, les cas » = 2 ct #» = 3 ayant déja
été considérés [3).
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Recherches suy surfaces assocides a des suites de Laplace péviodigues

1. Soit (x) une surface rapportée & ses asymptotiques #, v et
Ur, .., UL, U, V, VLV (L)

.y

la suite L, autopolaire par rapport a Phyperquadrique Q de
Klein dans Uespace S5, qui lui est associée, chaque point ¢tant
le transformé de Laplace du précédent dans le sens des .

Rappelons tout d’abord quclques propriétés de cette suite
lorsqu’elle a la période 22 4 2(n > 3).

Nous posons
UZ?: [ — AU, '\.-’"2}1—2 _ ‘u\'
et nous avons
A = 0, (log A), = (log ably ... By i),
Hye — 0, (108 iu’)u - (Iog ab}‘:l k'}.ni—l)u;
les /2 et les & étant les invariants relatifs des équations de Laplace

auxquelles satisfont les points de la suite L.

Nous avons
kr:—i1—1 = krz+::'.—1
¢t ensuite
AVE 4 2ak, ... RUZRI-E — (),

pUt = 280, . A VRl = ()
En outre, on a

Aie = babhy, .. R, koo Ry = Babhy Rk LR

il

Les points Un et V* appartiennent a U'hyperquadrique Q et
représentent les tangentes aux asymptotiques v, # d une surface ().

2. Nous poscrons pour abréger
H~ = log &/, ... h,, K® = log ak, ... %,
Hr — log b4 ... 12 ik,

e

Kr = log an=1ky ... k2 &,
et ensuite
@n — Hn . Eﬁ—S, 1}'/:1 — 1{?1 _ Hn---:}.

Obscrvons que l'on a
Eﬂ = H= _+_ ﬁinflj Tn — K=~ _'_ Eﬂ—l
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et
(log A}, == H} ' 4+ K%, (log u),, = K, 1 Hn

3. Dans la note citée plus haut, nous avons établi les formules
sulvantes :

LT?H'.G _[_ (I)Lﬂr'sLTm-i—E _!_ Bm—:-dUm id __+_ Sm—l.—SUm +3
(1)

aky ... Rpvis , _ L3y T
VL - - e P ({1 meA Tmi2 hm+2g’}"n-.—3[’; mtl k‘m-‘- 1km-+- 2U ‘m] =0

i

Vom-6 _|l_ l-{[:‘” AR + LR AVALES ot ,ym-— 3 mi 3

b} e rI T ) . . 2
— 5;1______ ;er : 3[}3m AV I 2@:?1_3\; milpfo R, V)= 0, (2)
RS (]

oll nous avons posé

a® — gm-l —+ Ui + l}l;ﬂ(K:n _ H::a—z),

TEREr
Bro= B b B, p PU(HT - K.

Nous avons également établi les formules donnant 87 ¢t 4™ ;
elles sont assez compliquées et nous ne les donnerons pas ici.

Dans les relations (1) et (2), on suppose #¢ positif. Dans la
note citée, nous avons £également établi les formules pour
m = — 4, m = — 2. Pour ces valeurs, les points U et V inter-
viennent dans les formules et les notations &, 1, Bus g Famt1s mes
n’ont plus de sens,

4. Si, dansla relation (1), nous posons m = n — 2, nous obtenons
une relation entre les points Ur+4, Unr+3, .. U2 c’est-a-dire
une relation entre les points V#—3, Vn-2 Yn-1 Vn U= {jn-1 {Jr-2,
Si d’autre part, dans la relation (2), on pose m = # — 3, nous
obtenons une relation entre V»+3, Vr+2 = V»-3 c'est-4-dire
entre les points Un-2, Un-1 Un, Vi V-1 Vn-2 Vr-3 Cette relation
doit étre identique a la précédente.

En posant # = n — 2 dans la relation (1), on a
Un+t |- @:{+3Un+3 + ﬁn—:—2Un+2 + §ni1n=1 l

ﬂkl e kn_j_l
EYA

3)
@ 1Un - WU 4 By, UR2) = 0, I
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c’est-a-dire

_Q_bf;l o Ttns (Bl a VP8 4 fo, @ ?Vn2 | Bra2Vn 1
73
- gr-1 TRl (’i)
+ W———-{e-; LlanrtUn — p,¥r-1UnY &k, B, Un-2] =0,

En posant » == n — 3 dans la relation (2), on a

\-’n =3 + ?:Ff::-+-2\f'n-e-2 + an-j—-l\?n-‘,—l + yﬂ\-'n l
N B I TSRS Y S A i TR S S S g ) |

c’est-a-dire

R
?akl—hn_ [f‘_” . n+3LTn -2 + k ll‘u'i teTn—1 —Jf_ an——lUﬂ]
_ yﬂ\?n (6)
bi, ... _
l kzl - fe . i — R DIV A fy R VR =2 0

LLn identifiant les relations (4} et (0), ii vient

it 4 PP =0, (7)
Wit Wt =0, (8)
prt = g, (9)
aky ... feyt - bRy .. R SrHL = 0. (10)

5. En posant de méme m = # — 3 dans la relation (1} et m —
n — 2 dans la relation (2), on obtient deux relations qui doivent
étre identiques. On a précisément

Un. ~3 JI_ gﬁn ;EUH 2 + ﬁn “lU” 1 __:_ 8"1_:" l

aky . (11)
. n nlTn—-1 __ ] HY TH—2 ‘ a3t

bf?-l . ]zn 1 [ L ‘Iz”—'lgfnL + kn—dhn—1L y Ol
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¢’ est-a-dire

26k, .. 1, N . N
31 _E ! 1_ [h’n ! 2/3'1! t '3\ n—2 _I'_ ;'!'n - Aq—); : Z\__Tn -1 + ﬁn i \f n:l
22

— griln
a!e} ok
o
bl o

. lp" RLH oo h‘n*lgf::[-:n. 2 _|_ ]‘111'72]"':1 ‘LUH. 32 - 0

\.-"n i | + SIIH '3\.-'“.4; a w{__ e 2\ g2 _{_ o l\_-"n-é 1
u bd

bhy ... ] y ] 1
J— o3 |' n.i\"n __} @r: Axra-1 _l_ L Vn o2
2)7?.1 . ft " B * \ }‘)n 17n H O,

c’est-0-clire

2aky . ko,

._______)_‘__._.__ UEHE:!."I‘,';:.--:]\UN_:; : 1t - 11P” 3 Tn -2 + gn- 22 Tn— 1"|
,ynfl V-t
fry ok
951 En= 1r rz-l\ "o ‘f—, (D"Tl‘, no 1 _'_ kn L \-':1—2] — O
alk, .. ey

En identifiant les relations {12) et (14). on obtient
Wit W =0,
Dy D= 0,
anit = an

aky ... k"t + bhy ... B8 = 0.

(13)

(15)
(16)
(17)
(18)

6. Les relations (7) et (16) ne sont pas indépendantes. La pre-

miére s’écrit
Hies f He 2 - K — K o HY — KP? == 0
et Ia seconde

H* — Ky +Hy'+H — K2 — K =0.

in soustrayant membre & membre la seconde de la premiere,

on a

H® — H — K7 4 K2 = 0.
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c’est-a-dire
(1054 hn! ‘lkn’. 3) ¢ T (10% ‘lzu—lkn) v

ce qui est une identité puisque
Bouie = Ry, hm—a — ;‘,u—l-
De méme, les relations {8) et (15) ne sont pas indépendantes.
On a d’autre part
Briz = Bt 4 D 4 BUHHYE — K,
'Bn--_l — an + @;ltll __|_ @:}.1(1_12_1 . I{::_l)-
Puisque %#,., = £,, on a
Jr--2 T il JH—3
H? — K% = Hj' - K}
d’ou, en vertu de la relation {16), par addition des deux relations
précédentes,
ﬁn-f-2 — Bn'
On démontre de méme que l'on a

a2 — g

7. On pecut observer qu’en faisant s = 72 - 1 dans la relation (1)
et m =— n — 4 dans la relation (2), on obtient deux rclations qui
doivent étre identiques. Les formules obtenues par cette identifi-
cation peuvent se déduire des formules (7) a (10) et (15) a (18).
Par contre, si on dérive la relation (3) par rapport a #, on obtient
unc relation entre les points U»-3, .., U»-3 qui doit étre identique
a la relation {11).

En observant que 'on a
DY = Ky — Pany
et en remplagant a**! par sa valeur, on trouve
B 2 USHE oo Ty @000 4 BT U [, o 4 811 Ut

ak, ... k.. .

LR G S
e bh, ... h,

_ ak; s Rpey
bl o h,

{(I{n-%-l . Hn) an+1 _4_ a:ifl }1 Lj.n

[a-nUn—l - ;_,3,‘_11;/::[:!'?37—2 - /1'1172}?'?1 IU”_:{I = .
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L'identification avec la relation (11) donne

B'P = h B lq)” 2 hn—f— 3(1},;&7:3, l
Lo X e . . 42
8::‘.‘ - h’n ‘-IB ;?-"_._EB 3 (] 9)
aky ... k _
Sn4l B e o 1 # no1 e n--_-lj'
e LT HD et el 1

En dérivant de méme la relation (13) par rapport & v et en
identifiant la relation obtenue avece la relation (3), on obtient

w2 112 " ‘*1
at = fy EE R
-1 .

‘}”:r k-n-':- la?H L — knf‘zaﬂ 2;

(20
bh, h . . .
Ayl T = —ak‘ 3 [(H¥'t — KJ) g+t Bt l

8. Des relations {10} et (18), on déduit

,})'1-11 o ,yﬂ 5714-1 _ Sn

" ak, ... k,

En utilisant les derniéres des relations (19) et (20), on en tire

ahy oo by [(KIP = Har? o ol -
‘ ;
— By by [(HE — K B0 4 By, ~

relation qui se déduit, lorsque £,., = %,.,, d’une formule donnée
dans notre note citée plus haut.

On a ensuite

Yt — yn = a7 ot (K~ HY),
Snt+l o §1 = B:-rl - Bn+1 (ngi — K.

v

l (22)

Le calcul des quantités yn, o7 +1, 87, 811 cst assez compliqué en
utilisant les données précédentes. Nous reprendrons ce calcul
plus tard.

Liege, le 14 juillet 1964,
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