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COMMUNICATIONS D'UN MEMBRE

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Recherches sur les surfaces associées à une suite de

Laplace périodique
(troisième note)

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Formation de nouvelles relations entre les invariants

et les catactères de la suite. Correspondance entre les plans oscula
teurs des courbes tracées sur les deux surfaces.

Dans les deux premières notes, nous avons obtenu des rela¬

tions entre les invariants des équations de Laplace auxquelles

satisfont les points de la suite de Laplace (x). Celle-ci est asso¬

ciées à deux surfaces (x), (x) et nous avons, changeant de nota¬

tions, formé la suite de Laplace en partant de la surface {x).

Nous poursuivons cette étude, ce qui nous donne de nouvelles

relations. Nous formons ensuite les équations de la correspon¬

dance birationnelle qui lie les plans oscillateurs des courbes

homologues en deux points correspondants des surfaces (x), {x).

Cette correspondance est du troisième ordre, comme dans le

cas général des correspondances asymptotiques entre deux
surfaces.

1. Dans la seconde note, nous avons posé

U» = B„V, V» = A.Ü,

(x) Les deux premières notes ont pam dans ce Bulletin, 1964, pp. 842-849 et
920-925.
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d'où

ÜM + 25V = 0, V„ + 2âÛ = 0,
où l'on a

fjM == An+1, A B B»+ii

En désignant par Ü1, Ü2, ... les transformés successifs de Ü
dans le sens des v et par V1, V2, . . . ceux de V dans le sens des u,
on a

U«-1 = Bjj-jV1, V"-1 = AÜ1,

Un~2 = Bb_2V2, V«-2 = A„_2Ü2.

Remarquons que l'on a

V* = Vif 1 + V[Kri+1 - (log n)u]

= yi+i _ vHr

Supposons que l'on ait

Uw"* = Bn_iVf.

En dérivant par rapport à u, on en déduit

TT«— i—1 _ g . Vivj — -LJn— î— 1 * •

On peut donc écrire

U"-1 = Bn_,V*, V«-*" = AÜS

2. Portons ces valeurs dans la relation (4) et dans la relation (12)
de la première note. Nous obtenons

2 B„[Ü8 + $£+3Ü2 + +2ÜX + 8»+lÜ]

+ /i[a»+1V - + V2] = 0, (1)

2 An[V3 + + an+2Vx + yM+1V]

+ X[+ÏÜ 0:+1Üx + Ü2] = 0. (2)

En opérant sur Ü et V comme sur U et V et en affectant
d'une barre supérieure les quantités correspondantes, nous avons

2 Ü3 + 2Ü2(log h*%hjv + 2&Ü1 + ~ß(log

+ 4ä[äV + V1(log àh), + V2] = 0, (3)
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les surfaces associées à une suite de Laplace périodique

2 Vs + 2V2(log â"k\k,)u + 2S,V1 + 5(log «!5)„V

+ 4î[j80 + O'(log 5*J, + 01 = 0. (4)

Les équations (1) et (3) d'une part, de même que les relations
(2) et (4), doivent être identiques.

3. Nous avons

— ku> 2 ~ n-1» 1 — hn, = An_j,

donc

(log «•%). = - 3K" + (log

(log âPfy, = - 3 HS + (log *«*_,) = 0.

(log ï*,). = - k;-1,

(log «£,. = - h;-\

en utilisant les relations

(log A). = h;+' + k;, (log p). = K"+1 + h;.

L'identification des équations (1) et (3) donne

«r = (log î»a&)„, yr + (log aj, = o

et celle des équations (2) et (4),

y; = (log â%)„, <&."+' + (log Î*,). = o

De la première relation on déduit

Hr1 + 2h:+i == Kr1 - 2k:

et de même de la troisième,

K«+1 + 2KS+1 = H2+1 - 2H2.

La seconde relation donne

k;+i = fir1 (7)
et la quatrième

h;+1 = k;-'. (8)

La relation (11) de la première note s'écrit

nr - îcr1 + h:+i - k*-2 = o
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et donne donc

Hr2 = Kr2. (9)

On a de même

K«+2 = Hr2. (10)

La relation (7) de la première note donne

ht3 - k: + h: - Kr3 = 0.

Or, dans la seconde note, nous avons obtenu Hw = Kn, donc

&r3 = Ër3 (il)
On a de même

Kr3 = h:-3. (i2)

Observons que nous avons par exemple

h,ti - HS + 4ab, K = - KS;1 + 4ab '

d'où, puisque An+a = ku,

TTtl+1 _ W-l

On déduit cette relation de la relation (8) en dérivant celle-ci
par rapport à u. Mais la relation (8) ne peut se déduire de la
précédente puisque la constante d'intégration est égale à l'unité.

On peut faire la même observation pour les relations (7),
(9), (10), (11) et (12).

4. Partons de la relation (9) et observons que l'on peut l'écrire

H"+1 -j H" = Kr1.
On a

et par suite

On a donc

H"~ n _ Trn _ 17 i rrn—1
V — I"

Hr2 + k: = o.

(log A)„ = H*+1 + K" = 0,

donc A„ = 0 et comme on a Att = 0, À est une constante.
On démontre de même que /x est une constante.
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5. L'identification des relations (1) et (3) donne

ßi = ßn+2, « = an+1,

28n+l = ~ß (log h*ß)v

et l'identification des relations (2) et (4) donne

äj = an+z, ß = ßn+1

2yn+1 = â(log ä2ä)u.

On en déduit

28n+1 = 2/?w+1H£+1 + $+1
et

2yn+i = 2an+1K"+1 + ann+1

On a ensuite, par les relations (10) et (18) de la première note,

2A„y» + Bn[2ßn+1H"+1 + = 0,

2B„8W + A„[2an+1K"+1 + ajr1 = 0

Observons que l'on a

aau 2aau = bßv -j 2ßbv

et par conséquent

äöLu -j 2ääu = Bßv -f 2ßBv.

On en déduit

AA+nlyK+1 = /xBb+18«+1

On peut donc écrire, en reprenant les relations (10) et (18)
de la première note,

y»+l y» §n g»+l

hBu ABv AAj

puisque hn+1 = kn+1.

6. Nous nous occuperons maintenant des relations qui existent
entre les plans oculateurs aux courbes u, v en des points homo¬
logues X, X des surfaces {x), (x).

Le plan osfulateur en un point x à une courbe tracée sur la
surface (x) doit passer par les points

x, mdu + ndv,
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m\2adv2 ~ (log b)dudv — dhi\ + n[2bdu2 — (log a)ududv — d2v]
— ydudv .

Son équation locale est donc

zHudv 2 — z3du2dv

+ z[dudH — dvd* — 2 bdu3 + (log a) Vdu2dv —

— (logd)vdud2v + 2adv3] = 0.

Nous désignerons par £2, |3, £4 ses coordonnées tangentiales.
Le plan osculateur à la courbe homologue sur la surface (x)

au point x a une équation analogue, où l'on affecte d'une barre
supérieure les quantités intervenant dans cette équation. On
désignera par x, m, fi, y les sommets du tétraèdre de Cartan
attaché à la surface (x) au point x de sorte qu'un point de l'es¬
pace est donné par

xz1 + mz2 + nzz + yz*,

et on posera a = à, b = 5. Enfin, on désignera par £2, U
les coordonnées tangentiales du plan osfulateur.

Nous avons

pl2 = dudv2, ßis — — duHv,

ph — dud2v - dvd2u — 2 bdu3 + (log a)udu2dv —

(log b)duda2 + 2adv3

Posons du = — /£3, dv — tÇ2, d'où

pU = dudv2 ~ dvdhi + t3[2bi\ + (Ioga),«; + (log 6).®, + 2affl.

On a de même

4 = dud2v — dvd2u + 23[25ff + ••• + 2a£ij]

On en déduit

ftï, = &, Pilz = M,

Pil, = + 2(6 -S)g (log ?) - ( log j) £l£» + 2( -«")&

La correspondance entre les plans oscillateurs est donc du
troisième ordre.

Liège, le 17 octobre 1964.
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