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COMMUNICATIONS D'UN MEMBRE

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELILR

Recherches sur les surfaces associées a une suite de
IL.aplace périodique
fleodsiduie note)

par Lureiexy GODITATN,
AMembre de PAcademse.

Résume, — TFormation de nouvelles relations entre les lnvariants
et les catacteéres de la suite. Correspondance entre les plans oscula-
teurs des courbes tracédes sur les deux surfaces,

Dans les deux premieres notes, nous avons obtenu des rela-
tions entre les invariants des équations de Laplace auxquelles
satisfont les points de la suite de Laplace (). Celle-ci est asso-
ciées a deux surfaces (x), (¥) et nous avons, changeant de nota-
tions, formé la suite de l.aplace en partant de la surface ().
Nous poursuivons cette étude, ce qui nous donne de nouvelles
relations. Nous formons cnsuite les équations de la correspon-
dance birationnelle qui lie les plans osculateurs des courbes
homologues en deux points correspondants des surfaces (x), (¥).
Cette correspondance est du troisieme ordre, comme dans le
cas général des correspondances asymptotiques entre  deux
surtaces.

I. Dans la scconde note, nous avons posé

Ur = BV, V7 = AT,

(1Y les deux premicres notes ont pam dans ce Bulletin, L, pp. B FE2-H19 ot
U20-925.
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d’'ol
O, 4+ 20V=0,V, + 2q0 =0,
ou l'on a
nd = A, Ab =B,

En ddésignant par G, U2, ... les transformés successifs de U

dans le sens des v et par V!, V2 . ceux de V dans le sens des w,
on a

Ur-t — B”__i\_n’ Vr-l — An“]tfl,
Un-2 - B"_zvzj V-2 — An.—z[_:?‘-
Remarquons que Uon a
i __ \i 74 4111 -
o= o VKD (log ),
== VAl . N e
Supposons quce l'on ait
Urn~i — Bn—i\h--
En dérivant par rapport a %, on en déduit
Theim v
Lu i—i — Bn—i—"l‘\'i'

On peut donc écrire

Ur-i =B, Vi, Vror = AT

2. Portons ces valeurs dans la relation (4) ¢t dans la relation (12)
de la premiére note. Nous obtcnons

2B,[03 + @302 |- g 20  §#+10]

+ plar V= IV V) = 0, (1)
2 *;kn[{?-‘} {_ YJ::L“3\—'2 _|_ all 2{-'1 _[_ ,yn+1\-_,r:|
. A[B-n+1[-:- - d}zll[—jl €1 Efz] — 0. (2)

En opérant sur U et V comme sur U et V et en affectant
d’une barre supéricure les quantités correspondantes, nous avons

203 - 2C%(log b3%hs), + 28,0 + Bllog 528),C
- 4a[&V + Vi(log dky), 1+ V3 =0, ()
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2 V8 - 2V (log @3R3k, - 28 V1 - &{log a2z) Vv
- 457BC + Ut(log bh,), + T2 = 0. (4)
Les équations (1) et (3) d’'une part, de méme que les relations
(2) et (4), doivent {tre identiques,
3. Nous avons

foy == kyy Ttg ==k, ki=h,, ky= .,

done
(log 83b%h,), = — 3K* 1+ {log A2%kn-y) s,
(log ak?k,), = — 3 H? + (log M2k, ) = 0,
(log bh), = — Kr1,
(log dky,, = — H"™,

en utilisant les relations
(log A}, = Hi™ + K, (log ), = K -1 HE.
[Lidentification des équations (1) et (3) donne
D = (log b3h3h,),, Wi - (log dky), = 0
et celle des équations (2} et (4),
i = (log akiky),, D (log bh), = 0
De la premicre relation on déduit
Hy '+ 2H7 b = K17t — 2K
et de méme de la troisicme,
Kyt 4 2K == Hi™ — 2H,

I.a seconde relation donne

Kyt = Ho ! (7)
et la quatrieme
Hi = Ko, (8)

La relation (11) de la premiére note s’écrit
Hi™® — Ki™' + HI™ - Ki =0
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et donne donc
172 Y72
H,* = K= {9
On a de méme

K-z H 2 (10)
L.a relation {7) de la premiere note donne
HY3 — K7 4+ HY - K2 == 0,
Or, dans la seconde note, nous avons obtenu Hr — E’*, donc
H S = K73 (11)
On a de méme
K8 = H"®, (12)
Observons que nous avons par exemple
i,y = — Y L hab, b, = — K27' & 4ab
d'on, puisque /1, = k&,

T 1 Trn—1
Hr — K2

ur M
On déduit cette relation de la relation (8} en dérivant celle-ci
par rapport a #. Mais la relation (8) ne peut se déduire de la
précédente puisque la constante d’intégration est égale & I'unité,

On peut faire la méme observation pour les relations (7),
(9}, (10), (11) et (12).

4. Partons de la relation (9) et observons que l'on peut I'écrire

Hel 4 HY = R0
On a
Ar = Kr= K7 + K™
et par suite
HE 4 K7 = 0.
On a donc

(log A), = H'*' 1+ K" = 0,

donc A, = 0 et comme on a A, = 0, A ¢st une constante.
On démontre de méme que up est une constante.
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Lidentification des relations (1) et (3) donne
El = Br¥ & = a" i,
28441 = B (log 1*B),
et I'identification des relations (2) et (4) donne
,8"
)

2yt = d(log a*x

R -2
Wy — @ B

wl
|

On en déduit
28”"” e 2)8”-"-'11-15“ _!_ B?l
et
2,}/,, M1 Qg 1] 7u+1 ol 1
On a ensuite, par les relations {(10) et (18) de Ia premiére note,
2A,p 13,7287 1THZE Y 4+ Brtl = (),
2B,8" + A M2am it K L g1+ = ()
Observons que 'on a
aa, + 2aa, = b5, + 280,

et par conséquent

A&, + 234, = bﬁ'ﬂ) + 285;
On cn déduit
Afk - ,n_l‘}r'ﬂ‘hl = #Bn+18ﬂ-4 1
On peut donc écrire, en reprenant les relations (10) et (18)
de la premiére note,
,yr¢+l . ,yn Sn 8:& i-1
vB, = AB, - upA,  AA,

puisque /i, ; = £,:4.

6. Nous nous occuperons maintenant des relations qui existent
entre les plans oculateurs aux courbes u#, ¢ en des points homo-
logues x, x des surfaces (x), (x).

Le plan osfulateur en un point x & une courbe tracée sur la
surface (x) doit passer par les points

x, nidu + ndv,

]
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m2adv? - (log b) ,dudv - - d*u] 4+ n[2bdu? — (loga) dudv -- d2v]
- vdudu.
Son équation locale est donc
22dudv? - - z23du’dv
+ zdud* - dvd® — 2bdu® + (log a) dudv -
(log d) 4,42, -t 2advd = 0.

Nous désignerons par ,, &, {4 ses coordonnées tangentielles.

Le plan osculateur & la courbe homologue sur la surface (%)
au point ¥ a une éguation analogue, ou 'on affecte d’'unc barre
supéricure les quantités intervenant dans cette équation. On
désignera par T, #, 7, ¥ les sommets du tétracdre de Cartan
attaché a la surface (¥) au point ¥ de sorte qu'un point de l'es-
pace est donné par

TEY - omEE L 1E% L I8,

ct on posera a = d, b = &. Enfin, on désignera par ,, {5 &
les coordonnées tangentielles du plan ostulateur.
Nous avons

ply = dudv®, Bl = - du?dv,
ply = dud® - dvd?u - 2bdu3 -+ (log a) dude —
(log b) duda? +- 2adv?®

Posons du — — L, dv = {{,, d’ou
ply = dudv?® — dod®u -+ 132603 + (log a), .02 + (log b) L35 + 2aL3).
On a de méme
p1ls = dud?v - - dvd®u + 3202 4+ ... + 2ald]

On en déduit
Plgz - ngs; Plgl?. — Ceg:za,

- - i . { .
pila= Gl 1 20058 —(1og %) 13 — (1og ) G200

I.a correspondance entre les plans osculateurs est donc du
troisiéme ordre.
Liege, le 17 octobre 1964,
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