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GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Recherches sur les surfaces associées à des suites de

Laplace périodiques
(deuxième note)

par Lucien GODEAUX
Membre de l'Académie.

Résumé. — Formation des équations aux dérivées partielles aux¬

quelles satisfait le point x de la seconde surface (x) associée à une

suite de Laplace de période 2n + 2 associée à une surface (#).

Nous poursuivons dans cette note nos recherches sur les couples

de surfaces {x), {x) liées à une suite de Laplace L de période

In -f 2 (x). Les coordonnées du point x satisfont à un système

d'équations aux dérivées partielles complètement intégrable
de Wilczynski. Nous formons le système d'équations aux dé¬

rivées partielles auquel satisfait le point x de la seconde surface

(x). Nous obtenons ensuite une nouvelle relation entre les inva¬

riants relatifs des équations de Laplace auxquelles satisfont les

différents points de la suite L.

1. Nous avons

pjjn+i + 2 bhx ... An+1V" = 0, ÀVn+1 + 2akt ... kn+1Un = 0.

Posons

U" = <pV, Vw = t/rü

et disposons de 9 et pour que U„ coïncide avec V et V„ avec
U. Nous avons

2 hh h
U = xjn+1 + H"Un = H:U" - 1 ••• Vn,

H*

(x) La première note est parue dans le Bulletin de l'Académie roy. de
Belgique, séance du 25 juillet 1964, pp. 860-868.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les surfaces associées , etc.

c'est-à-dire

<pV„ = [cpH; - <P„]V - — 1 *ü.

On obtient de même

ITT

0uu - m: - ,/rju — 9v.

Si nous posons

<p = bh . . . hn, ifi = ak~i . . . kn,

nous aurons

AU„ 2bhx ... hn+1\ = 0,

|u.Vtt -( laki ... ÄM+jU = 0.

Les points U et V satisfont aux équations aux dérivées par¬
tielles

D„ - [h;+1 - (log A) ju. - a„+1û = o,

v„ - [Kr1 - (log rtJV. - k„»V = 0.

Observons que l'on a

(log A), = h;+1 + K» (log n), - k;+i + h;.

Les équations précédentes s'écrivent

û.. + k;u. - a,+10 = o,

vw, + h;v, - kY = o.

2. Le point x, satisfait à un système complètement intégrable
d'équations aux dérivées partielles

xuu + 2 hxv + c'x = 0,

xvv -f <2âxu -j c"x = 0,

où l'on a

— ak- ... A b — bh ... hn+x.

Il faut encore déterminer c' et c".

Observons que si l'on pose

1 =
I
x xu xv xuv |,
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les surfaces associées

on a

Âu = 0, Âv = 0

et le déterminant A est une constante.

Nous poserons en abrégé

A i — akxkg ... kit B< = bhxh2 ...hi.

3. Le transformé de U de Laplace dans le sens des v est

Ü* = Ü, - Û[H - (log A)„] = U. + KJÜ.

De Vn = A„U, on déduit

V» = Kw Vn_1 = An[K" Ü + Ü„])
c'est-à-dire

V»-1 = An_jÜn.
Nous avons

ß(Ü\ Û1) = - 2Ä,
d'où

Q(V»-\ V»-i) = - 2A*n_1A.

Le transformé de Laplace de V dans le sens des u est

yi = vu + H2V.
Comme on a

U»-1 = Bn_xVi
et

V1) = 2A,
il vient

ß(U»-\, U»"1) = 2B*_1Z.
Nous avons

Ü2 = Ûî - Ü[Hr - (log A) J = Sì - Ür1,
d'où

V"-a = AÄ_aÜa.

On calculera ß(Ü2, Ü2) comme on a calculé <Q(U2, U2) mais en
remplaçant a, b, c" par à, h, c". On a

ß = 2 (log S)„ + (log B)l + 4(äu + O
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à des suites de Laplace périodiques

d'où

ß = 2[tc' - (log A).J + [Hr1 - (log A®

+ 4ü[Kri-aogri„] + 4c",
p

ou

ß = - 2K» + (k;)» - 42±ìh; + il'.
11

On a ensuite

ß(Ü2, Ü2) = - 2\ß + (Kr1)2]!
et

fi(ü2, 0") = 2 [2k;, - (Kj)> + 4£üh; -4c'-(K;-1)a 2.
L p

On aura de même

U-» = Bn_aV*
et

ß(V«, Va) = 2 f — 2HS„ + (HS)» - 4?p k; + 4 1' + (Hr1)*] 2.

4. En dérivant par rapport à v l'expression de ß(Vn_1, Vn_1),
on a

A-i V«-2) = - 2A_1Kr2I,
d'où

Q{Yn-lf V«-2) = _ 2A2n_A-lKriI.

En dérivant de même par rapport à v l'expression Q(Vn, Vn_1),
on a

knQÇVn~\ V»"1) + knQ(Vn, V«"2) = 0,
d'où

Û(V" v«-2) = 2AtA-A-.

La formule (14) de notre première note donne alors

ßn+iQ(Vn, y»-2) - kn&ï+1Q{Vn-\ v«-2) + kn-xknQ<y«-\ v«-2) = o,

d'où l'on tire

Q{Yn~\ V«-2) = - 2A2_2[+1Krx + IS-+1]!.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les surfaces associées

En remplaçant ßn+1 par sa valeur, on a

ß(V"-2, y«-2) - - 2Ai_jß» + + 0m:+i}2.

On a d'autre part

ß(V»-« V»-«) = A*_2ß(Ü2, Ü2)

et par conséquent

ßn + + +1h:+i + 2Knvv - (K?)2 - (Kr1)2

+ 4+_iHn _ 4£" = 0,
H'

équation qui détermine c".

5. On déterminera c' de la même manière. On a

ß(V2, V2) = 2 - 2H;„ + (H:)» - k; + 4c' + (Hr1)" A.

D'autre part, on a successivement

û(U»-i, U-«) = 2BÎ_t*._iHr13,

ß(U\ U-«) - - 2B;_A-i M,

et en utilisant l'équation (6) de notre première note,

ß(u-a, U-«) = 2b: ,!>• + V;:1 + "f.* 'Kr»]J

Comme on a

ß(U"-2, Uw-2) = B*_2ß(V2, V2),

la valeur de c' sera déterminée par l'équation

»" + ni1 + fr'Kr + h;„ - (Hy» - (Hr1)*

- 4 k; + 4c' = o.
À

6. En dérivant £?(VW, V»-2) par rapport à v, on a

Û(V", V"~3) = 2Ä._.-iÄ.I-j;aog *.), - (log A.-0. +3Krl]2.

La relation (4) de la première note donne

ÄB+1ß(V», V-2) + &Ï+3Q{V>\ V"-3) = 0.
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à des suites de Laplace périodiques

On en déduit

4>;+s + (log A„). - (log Ä_i). + 3K;-1 = 0,

c'est-à-dire

5"= kt3.

Observons que l'on a, par la formule (7) de la première note,

g«* _ k; + h; — k;-» = o.

On a donc

S" = k;. (î)

7. On a de même

ß(U», U"-8)

= - 2Au_2An_1AnB£_3[(log hn)u - (log hn-t)u + 3H2-1]

et par la relation (14),

kn+iQ{Un, U"-2) + ¥n+*Q{XJn, U«-3) = 0.

Cela donne successivement

n,+3 + (iogA„)„ - (log Vi). + sHr1 = o,

k; = h;-3,

et par la relation (15),

HS = KS. (2)

Des relations (1) et (2), on déduit que Hwet Kn ne diffèrent que
par une constante, c'est-à-dire que le rapport

an+1kî ... kn

tyi+ifin /2n

est une constante.

Observons que des relations (1) et (2), on déduit

fjn _ TZ»
nuv "un

conséquence de la relation déjà établie hn+1 — ku+1.

Liège, le 25 août 1964.
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