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GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Détermination des surfaces ayant mêmes quadrilatères
de Demoulin

par Lucien GODEAUX,

Résumé. — Compléments à l'étude des surfaces dont les quadriques
de Lie se touchent en quatre points caractéristiques pour ces qua¬

driques.

Nous avons étudié à plusieurs reprises les couples de surfaces

(x), (x) ayant mêmes quadrilatères de Demoulin, c'est-à-dire dont
les quadriques de Lie se touchent en quatre points caractéristiques
pour chacune de ces quadriques. La suite de quadriques que nous
avons attachée à chaque point de la surface (x) ne contient que
deux termes : la quadrique de Lie 0 de (x) et la quadrique
qui coupe 0 suivant le quadrilatère de Demoulin. Pour notre
objet, 01 doit être la quadrique de Lie de la surface (x). Rappelons
que les courbes asymptotiques u, v se correspondent sur les deux
surfaces.

L'étude des surfaces (x), (x) peut être attaquée de deux ma¬

nières. D'une part, on peut partir de la suite de Laplace de l'es¬

pace S5 attachée aux surfaces (x) et (x), suite qui a la période
huit. C'est ce que nous avons fait dans une note parue autre¬
fois [1]. D'autre part, on peut écrire que des huit points caractéris¬
tiques de la quadrique 01, quatre appartiennent à 0 (sommets
du quadrilatère de Demoulin) et les quatre autres sont confondus
au point x. Nous avons utilisé récemment cette seconde mé¬

thode [2].
Dans cette note, nous nous proposons de confronter les résul¬

tats obtenus par les deux méthodes. Nous déterminons les coor¬

données du point x en fonction des coordonnées des sommets
du tétraèdre mobile de Cartan attaché au point x correspondant.
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Notons en particulier le résultat suivant : Si x et x sont deux
points homologues de deux surfaces ayant mêmes quadrilatères de

Demoulin, la tangente à une asymptotique d'une des surfaces ren¬

contre la tangente à l' asymptotique de l'autre mode de la seconde

surface.
En d'autres termes, les tangentes xxu et xxv se coupent en un

point et il en est de même des tangents xxv et xxu.

Pour terminer, nous construisons une homographie qui trans¬

forme en elle-même la suite de Laplace associée aux surfaces (x)

et {x).

1. Soient (x) et (x) deux surfaces ayant mêmes quadrilatères de

Demoulin. On sait que les lignes asymptotiques u, v se corres¬

pondent sur les deux surfaces. A celles-ci est attachée dans l'es¬

pace à cinq dimensions S5 une suite de Laplace de période huit,

V4 = U3, U2, U1, U, V, V1, V2. V3 = U4. (L)

Les points U et V appartiennent à l'hyperquadrique de Klein Q

et représentent les tangentes asymptotiques xxu, xxv à la surface

(x). Les points V3 et U3 appartiennent également à Q et repré¬
sentent les tangentes asymptotiques xxu, xxv à la surface (x).

Les points U1, U2, V1, V2 ne peuvent appartenir à Q.

Si nous exprimons que le point U3 appartient à Q et que les

points U3 et U2 sont conjugués par rapport à Q, nous avons, avec
les notations de notre récente mémoire [3], les relations

$ + 4Ä - 2HJ(HÄ + aB) + (ÏOT + (HJ)*] = 0, (1)

$ + 4«% - H2„(Hift + ad) = 0, (2)

Hjft + ad - HïljS - (HÌ)*] = 0. (3)

dont l'une est d'ailleurs une conséquence des deux autres.

Nous désignerons par <P la quadrique de Lie attachée au point
# et par &1 celle qui est attachée au point x. Les quadriques 0
et 01 attachées à deux points homologues x et x se touchent en

quatre points caractéristiques pour chacune de ces quadriques.

2. Attachons au point x comme de coutume le tétraèdre mobile
de Cartan dont les sommets sont les points d'intersection des
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directrices de Wilczynski avec la quadrique de Lie <Z>. Par rapport
à ce tétraèdre les équations des quadriques 4> et sont

0 = zxzk + z2z3 = 0,

<PX = A + a.% + ß4 + aßzl — 6 {*1*1 + %) = 0,

où

_ jS(log b*ß)v _ a(log a2a)u
2a 2b

On a

+ K1 = {ßj0 + 2a{z1zz - az2Zi) - aKv(z\ + a)] = 0 (4)

+ H.<P = aI# + 26(*A-/te*) -6K + j84)] = 0. (5)

Pour notre objet, les quadriques (4) et (5) doivent rencontrer
la quadrique &1 en quatre points confondus ce qui implique,
comme nous l'avons montré dans la seconde note citée, les re¬
lations

a2 + 462j8 = 0, ßl + 4«2a = 0. (I)

On constate que dans ces conditions, les quadriques (4) et (5)

dégénèrent en deux plans chacune. Les droites communes aux
plans de chaque couple doivent passer par le point x, ce qui
implique

0O& = bß&l (II)

Observons qu'en tenant compte de la seconde des conditions (I),
on a

H& + ad = 0 (III)

que H2 soit nul ou non.
Dans ces conditions le point x est donné par

x = (ajjSj + 4ab6)x — 2aa1m — 2bß1n + 4aby.

3. Sous les conditions précédentes la relation (3) devient

HW + (HJ)2] = 0.
On a

fl(Uif U2) = _ 2[j8 + (Hi)2]J

et le point U2 ne peut appartenir à Q, par conséquent on a H2 = 0.
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Détermination des surfaces ayant même quadrilatères de Demoulin

Le raisonnement fait plus haut pour les points U3 et U2 peut
être repris pour les points Vs et V2. On trouve

K ta + bd = 0
et K2 = 0.

4. La relation linéaire entre les points U3, U2, U1, U, V, V1, V2

ne contient pas le terme en U2 dont le coefficient serait H2 ; elle
s'écrit

U3 + ftU1 + adU + 2a (aV + KV1 + V2) = 0. (6)

L'hyperplan polaire du point U passe par les points U1, U, V,
V1, V2 et par conséquent on a

ß(U3, U) = 0.

Cela signifie que l'hyperplan polaire du point U passe par U3
mais non par U2. Si x et x sont deux points homologues, la
tangente à l'asymptotique u en x et la tangente à l'asymptotique
V en x, se rencontrent.

On a de même

ß(V», V) = 0

et la tangente à l'asymptotiques v en x rencontre la tangente
à l'asymptotique weni

5. Les surfaces {x) et (x) jouent des rôles symétriques et par
conséquent dans la relation linéaire qui lie les points U, U1, U2,
U3, V3, V2, V1, le terme en U1 doit manquer.

Écrivons cette relation sous la forme

r?0U + rjV1 + TfeU2 + U3 + &V3 + |2V2 + IxV1 = 0. (7)

L'hyperplan polaire du point U3 passe par les points U2, U3,
V3, V2, V1 et comme il passe par le point U, on a

(U3, U1) = 0.

Or, ß(U3, U1) ne peut être nul, car alors l'hyperplan polaire de
U3 contiendrait six points consécutifs de la suite L et celle-ci
appartiendrait à cet hyperplan, ce qui est absurde. On a donc
7]x — 0 et la suite (7) ne contient pas le point U1.
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On peut d'ailleurs calculer aisément les coefficients de la suite (7).
Observons que de la relation (6) on tire

ß(U3, U1) = 2ß1A, Q{U3, V) = 4aA.

De la relation analogue

V3 + 04V1 + 60V + 2b[ß\J + HU1 + U2) = 0,

on tire également

QÇV 3, V1) = - 2ajA, ß(V3, V) = - 4 bA.

Rappelons en outre que l'on a

jQ(U, U2) = 2A, Q{U1, U2) = 2H\A,

Q{Y, V2) - - 2A, Q{V\ V2) = - 2K \A.

De la relation (7) on déduit

7)o — 2Ö& = 0, -f ßtf g = 0, 7]0 — [B + (HJ) 2]t72 = 0,

2&o + «ili = 0, f2[a + (Ki)2] - K& = 0,

Il — Kifa — ax£3 = 0, 2«rj3 — = 0.

On en tire les valeurs des coefficients de l'équation (7) et deux
relations,

a(Hj)2 = 8(Kjt)2, a&Kl + 4a6aH* = 0,

qui se déduisent les conditions obtenues précédemment.
On a

2ba[{ß + (HJ)2 } U + ftU2 - H*U3]

+ fttaV' + a.KJV» + aj{a + (KJ)»}VJ = 0.

On obtient de même la relation

2aß[{a + (Ki)a}V + a,V» - KJV»]

+ ai[ßU* + + ßt{ß + (HjnU1] = 0.

6. Le point V3 représente la droite xxu commune aux plans

a1z1 + 2 bdz2 — 2bßz3 = 0,

2bz1 + axz3 — 2b9zi = 0,

axz2 — 2bßzi = 0,

26*2 "I cijZj — 0.
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Les deux dernières équations sont d'ailleurs identiques à cause

de la première des conditions (1). La droite xxu rencontre la
droite xxv(z2 = z4 = 0) au point (ax, 0, — 2 b, 0).

Le point U3 représente la droite xxv commune aux plans

le second et le dernier de ces plans étant d'ailleurs confondus.
La droite xxv rencontre la droite xxu(z3 — z4 = 0) au point

Le plan tangent à la surface (x) au point x a pour équation

4abzx + 2bßxz2 + 2aaxzz -f (a — kab&)z4 — 0.

7. Désignons par p le point de rencontre des droites xxu, xxv et
par q celui des droites xxv, xxu. Considérons l'homographie, qui
dépend de u, v,

A cette homographie correspond dans S5 une homographie S
transformant en elle-même l'hyperquadrique Q.

Aux droites xft, xq, a fait correspondre respectivement les

droites xq, xp, donc Z fait correspondre V à U et U à V. Aux
droites xp, xq, a fait correspondre respectivement les droites
xq, xp, donc S fait correspondre V3 à U3 et U3 à Vs.

Désignons respectivement par U3, U2, V3 les points que E
fait correspondre à U3, U2, V3. Nous avons

On sait qu'une homographie fait correspondre une suite de

Laplace à une suite de Laplace, les variables u, v étant conservées.
A la suite

ßxzx — 2aaz2 + 2a6zz = 0,

ßxz3 — 2aazi — 0,

2azx ßxz2 — 2aôzi = 0,

2azz 4 ßizi = 0i

(ßx, - 2a, 0, 0).

U3 = V3, V3 = U3, U = V, V = U.

U3, U2, U1, U, V, V1, V2, V3 (L)
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correspond la suite

Ü3, Ü2, Ü\ Ü, V, V1, V2, V3

qui est donc une suite de Laplace. Il faut remarquer que dans la
première suite, un point est le transformé du précédent dans le
sens des u alors que dans la seconde suite, chaque point est le
transformé du précédent dans le sens des v.

Il est évident que les deux suites coïncident à l'ordre près. On
peut d'ailleurs le voir par le raisonnement suivant.

Posons Ü = AV. En dérivant par rapport à m, on a

O, = A„V + A[V> + K.V],

donc le point Ü1, transformé de Ü dans le sens des u, appartient
à la droite VV1 et nous pouvons poser

Ü1 = /V1 + vV.

On en déduit

Ü} = HvV1 + (i + v,)V - 2avV.

Or le point U* doit appartenir à la droite VW, donc on a
v = 0 et Ü1 = V1.

On démontre de même que l'on a U2 = V2, V1 == U1, V2 = U2.

La suite L est donc transformée en elle-même par l'homo¬
graphie 27.

Cela implique l'égalité des invariants des équations de Laplace
auxquelles satisfont les points de la suite L. On a

h\ = kv Â2 — Ä2, Â3 = Ä3, Ä4 = k.

On a d'ailleurs, puisque = 0, = 0,

hi — ki = kab.
On a en outre

(log •«)«»> = (log. b)uv

Liège, le 5 août 1964.
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