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GEOMETRIE PROJECTINVE DIFFERENTURLLE

Détermination des surfaces ayant mémes gquadrilatéres
de Demoulin

paer laretex GOBIEATN,

Reésunid. Compléments & étude des sartaces dont Tes quandriques
de Lie se touchent en quatre points caractéristiques pour ces (-
drigques.

Nous avons ¢tudid & plusicurs reprises les couples de surfaces
(¥}, (&) avant mémes quadrilateres de Demonhin, c’est-a-dire dont
les quadniques de Lie se touchent en quatre points caractérstigues
pour chacune de ces quadrigues. La swate de quadriques que nous
avons attachde a chaque point de la surface (x) ne contient ¢ue
deux termes @ la quadrique de Lie @ de (v) ot o quadrique @1
qu coupe P =uivant le quadrilatere de Demoulin, Pour notre
objet, @ doit étre la quadrique de Lie de fa surface (7). Rappelons
que les courbes asyvmptotiques #, ¢ se correspondent sur les denx
surfaces.

L'étude des surfoces (v), (¥) peut étre attaqude d deax ma-
nieres. D'une part, on peut partic de la suite de Laplace de es-
pace 5; attachée anx surfaces (1) ot (¥), =uite guil a la pdériode
huit. Clest ce que nous avons falt dans nne note parue autre-
fors [17. DD'autre part, on peut ¢erire aue des huit points caractéris-
tiques de Lo quadrique @ quatre appartionnent a @ {(sommets
du quadnlatere de Demouling ot Ies quatre autres sont confondus
ati point . Nous avons utiis¢é récemment cotte seconde meé-
thode 2 .

Dans cette note, nous nous proposons de confronter les résul-
tats obtenus par jes deux méthodes. Nous déternmnons les coor-
donndes du pomnt £ en fonction des coordonnées des sommets
du tétracdre mobide de Cartan attachd au poiont v correspondant.
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Loucien Godeanx. - — Déicrmination des surfaces, cic.

Notons ¢n particulior le résultat swivant @ S7 X of ¥ sond deux
points homologues de deux surtaces avant mémes quadrilalires de
Denonlin, la tangentc & unc asvinploligue d'une des surfaces ren-
contre la langente a Uasviplolique de Paulve mode de la seconde
surface,

Iin d’autres termes, les tangentes vy, et ¥V, se coupent en un
point ¢t il en est de mome does tangents v, et ¥4,

Pour terminer, nots constriisens une homographic gui trans-
forme en elle-méme la suite de Laplace associée aux surtaces (x)
et ().

[, Soient (v et (¥) denx surfaces avant mémes quadrilateres de
Demoulin. On st que les lignes asvmptotiques 1, © se corres-
pondent sur les deux surfaces. A celles-cl ost attachée dans Tes-
pace 4 cing dimensions S5 une suite de Laplace de période huit,

VE U, U, U, U,V VT VR VS U (L)

Ies points U et Vo appartiennent & UPhyperquadrique de Klein ()
et représentent les tangentes asymptotiques xx,, yx, a la surface
{x). Les points VF et U? appartiennent également a Q) ot reprd-
sentent les tangentes asymptotiques ¥, ©F, a la surface (¥).
Les points UL, U2, V1 V2 ne peuvent appartenmr a Q.

51 nous exprimons que le point US appartient @ Q et que les
points U et U2 sont conjugudés par rapport a (), nous avons, avec
les notations de notre récente miémoire 13, les relations

B2k 4da%a - 2HYHB, + ab) + (HHZ B + (HH2 -0, (1)
B+ 4ata — HIHIB, | af) =0, (2)
{8, - b TEIE — (H)® - 0. o

dont I'une est d’ailleurs une conséquence des deux antres.

Nous désignerons par @ la quadrique de Lie attachde an point
v et par @1 celle qui est attachée au point T, Les quadriques &
et @t attachdées & deux points homologues v et ¥ se touchent en
quatre points caractéristiques pour chacune de ces quadriques.

2. Attachons au point v comme de coutunwe ¢ téiraedre mobile
de Cartan dont les sommets sont les points dhintersection des
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directrices de Wilczynski avec la quadrique de Lic @. Par rapport
a ce tétraedre les équations des quadriques @ et P! sont

D = 2,2y + 2973 = 0,
D1 == 2} + azf + 25 b Bl — 8(z2, + z3) = 0,

o _ Bllog %), _ aflog @),
=T T %

On a
B Kbt =L [B,0 1 20 (s —azzg) —all (- az)] =0 (4

&l - H O = %[al@ 4 2b(z,2, -+ Brazs) — K, {25+ B23)]=0. (5)

Pour notre objet, les quadriques (4) et (5) doivent rencontrer
la quadrique @ en quatre points confondus ce qui impligue,
comme nous l'avons montré dans la seconde note citée, les re-

lations
a? — 4628 = 0, B% -+ 4a?e — 0. (I)

On constate que dans ces conditions, les quadriques (4) et {5)
dégénerent en deux plans chacune. Les droites communes aux
plans de chaque couple doivent passer par le point %, ce qui
implique

aa, K}, = b8, HL. (I1)

Observons qu’en tenant compte de la seconde des conditions (I),
on a
H}B, + at = 0 (I11)

que H2 soit nul ou non.
Dans ces conditions le point # est donné par

X = (a8, + 4abld)x — 2aa,m — 2b8,n 4 4Laby.
3. Sous les conditions précédentes la relation (3) devient
HY[B + (H})? = 0.
QU2 U%) = — 2[B + (H})% 4

On a

et le point U2 ne peut appartenir a Q, par conséquent ona H? = 0.
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Le raisonnement fait plus haut pour les points U3 et U2 peut
étre repris pour les points V3 et V2 On trouve

_ Kla, + 56 = 0
et K2 = 0.

4. La relation linéaire entre les points U? U2 Ut U, V, V1, V2
ne contient pas le terme en U2 dont le coefficient serait H? ;

: elle
s’écrit

Us + B U + abU + 2a(oV + KLV! 4+ V?) = 0. (6)

L’hyperplan polaire du point U passe par les points U, U, V,
VI, V2 et par conséquent on a

Q(U3, U) = 0.

Cela signifie que I'hyperplan polaire du point U passe par U?
mais non par U2 Si x ct & sont deux points homologues, la
tangente & asymptotique # en x et la tangente a 'asymptotique
v en X, se rencontrent.

On a de méme
QV, V) =10

et la tangente a T'asymptotiques » en x rencontre la tangente
a Pasymptotique 2 en %.

5. Les surfaces (x} et (X¥) jouent des rbles symétriques ¢t par
conséquent dans la relation linéaire qui lie les points U, U1, U2,
U2, V3, V2 VL le terme en Ut doit manquer.

Ecrivons cette relation sous la forme
70U + Ut 4 U2 4 U2 £ £V + £VE+ £VE=0. (7)

L’hyperplan polaire du point U3 passe par les points U2, T3,
V3, V2 V1 et comme il passe par le point U, on a
7. £2(U3, Ul = 0.
Or, (U3, U') ne peut étre nul, car alors I'hyperplan polaire de
U2 contiendrait six points consécutifs de la suite 1. et celle-ci

appartiendrait & cet hyperplan, ce qui est absurde. On a donc
7 = 0 et la suite (7) ne contient pas le point T
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On peut d’allicurs calculer aisément les coefficients de lasuite (7).
Observons que ce Ia relation {(6) on tire
QU= U = 28,4, (U3 V) = 4ad.
De la relation analoguce
V3 4o o, VT b 5OV 4 25 80 & HIUT - U®) = 0,
on tire également
(V3 V) = D4, 2(V3 V) = ZhA.
Rappelons en outre que l'on a
Q(U, Uy = 24, (U1, U — 2H 4,
Q(V, Vo 240 Q(VE VY 24,
De la relation {7) on déduit
no - 208 =0, Hiny LBy =0, 71, — 18 — (H})* 9, 0,
2y - anfy = 0, &fa £ (KT - KL = 0,
& — Koy — a8y = 0, 2an, £, = O

On en tire les valeurs des coefficients de 'équation (7) et deux
relations,
a{HL? == 8(K))E a8 K), — 4abaH] =0,

qui se ddéduisent les conditions obtenues précédemment.
On a
bai {B + (HH?}U & gL HIUS

+ BileVs b aKAVE 4 ayfa 4 (RD2V = 0.
On obtient de méme la relation
2afi {a 4- KL}V 4 a, V2 — K1Ve:
+ @ BUP + BHIU® - BB 4 (H)23UT = 0,
6. Le point V3 représcnte la droite ¥¥, commune aux plans
wy i, + 268z, — 268z, = O,
20z, A ayzy — 2008z, = O,
arzy — 283y = 0,
2hzy 4+ ayzy == 0.
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Les deux derniéres ¢quations sont d’ailleurs identiques & cause
de la premiérce des conditions (1), La droite ¥, rencontre la
droite vy, (z, = 7, = 0) au point (a,, O, 250, 0.

T.e point U® représente la droite ¥, communce aux plans
Bz Qaaz, + 2abz, - 0,
B2y - 2aazy = 0,
2az, + Bz, - 2a8zy = 0,
2az, - Bz, = 0,
le second et le dernier de ces plans étant 'ailleurs confondus.

ILa droite ©x, rencontre la droite xx,{z; =~ z; = 0) au pomt

(le : 261, 0, 0)

ILe plan tangent a la surface () au pomt ¥ a pour ¢quation
habzy -— 208z, -+ 2aa,5; - (aqf, — AabB)zy o= 0,
7. Désignons par $ le point de rencontre des droites vx,, I0,. ¢t

par g cclui des droites vy, ¥¥,. Considérons 'homographie, qui
dépend de 1, =,
»
fe SRR
A

A cette homographic correspond dans »; une homographie 2
transformant en elle-méme 'hyperquadrique Q.

1 —
D
W

Aux droites xp, vg, ¢ fait correspondre respectivement les
droites xg, ap, donc &' fuit correspondre V & U ot U a V. Aux
droites p, ¥g, o fait correspondre respectivement les droites
xg, ¥p, donc 2 fait correspondre VF a4 US et U a4 V3,

Diésignons respectivement par ET:’, T-:Tz V3 les points que X
fait correspondre a U7, U2, ..., V3 Nous avons

U322 V3 V3 U3 U =V, V:=U.

On sait qu'une homographie fait correspondre une suite de
Laplace a une suite de Laplace, les variables 7, v étant conservées.
A la suite

U, Uz, UL, ULV, VL Ve, v (L)
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correspond la suite

Ts T T, 0, T, v, V2, ve

qui est donc une suite de Laplace. Il faut remarquer que dans la
premigre suite, un point est Ie transformé du précédent dans le
sens des # alors que dans la seconde suite, chaque point est le
transformé du précédent dans le sens des ».

Il est évident que les deux suites coincident a I'ordre prés. On
peut d’ailleurs le voir par le raisonnement suivant.

Posons U = AV. En dérivant par rapport & #, on a

Uu = Au,V + A[Vl + I<uV:[;

donc le point U1, transformé¢ de U dans le sens des u, appartient
a la droite VV? et nous pouvons poser

Ut — V1 4+ vV,
On en déduit

Ul = p, V! + (pk, + v,)V — 240U,

Or le point U! doit appartenir a la droite VIV, donc on a
v =0 ct U == V1,

On démontre de méme que 'on a Uz = Ve, Vi = UL, Ve = U2

La suite L est donc transformée en elle-méme par 1’homo-
graphie 2

Cela implique 1'égalité des invariants des équations de Laplace
auxquelles satisfont les points de la suite L. On a

hy = ky, hy = Ry, hy = ks, hy = Ry,
On a d’ailleurs, puisque H2 = 0, K2 = 0,

h‘!— - k4 = IﬂZb.
On a en outre

(log.a),, = (log.b)y,.

Liége, le b aott 1964.

— 918 —



Détermination des surfaces ayant méme gquadrilatéres de Demonlin

BIBLIOGRAPHIE

(11 Sur les surfaces ayant smémes guadrilatéves de Demoulin (Bulletin de
I'Acad. roy. de Belgique, 1953, pp. 245-25+4, 363-368).

127 Cette note paraitra dans un volume offert 2 M. HravaTty & 'occasion
de ses 70 ans.
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Géométrie différventiclle des surfaces considévées dans Uespace véglé
(Mémoires in 89 de I'Acad. rov. de Belgique, 1964).
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