
Bulletin de la Classe des sciences 

Construction de quelques surfaces projectivement canoniques 

(Seconde note) 

Lucien Godeaux

Résumé
Résumé. — Construction de trois surfaces projectivement canoniques, c'est-à-dire dont le système canonique coïncide 
avec celui des sections hyperplanes. 

Citer ce document / Cite this document : 

Godeaux Lucien. Construction de quelques surfaces projectivement canoniques (Seconde note). In: Bulletin de la Classe 

des sciences, tome 50, 1964. pp. 415-423; 

doi : https://doi.org/10.3406/barb.1964.64970; 

https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1964_num_50_1_64970; 

Fichier pdf généré le 22/02/2024

https://www.persee.fr
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1964_num_50_1_64970
https://www.persee.fr/authority/622350
https://doi.org/10.3406/barb.1964.64970
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1964_num_50_1_64970


COMMUNICATION D'UN MEMBRE

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Construction de surfaces projectivement canoniques

(Seconde note),

par Lucien GODEAUX,

Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction de trois surfaces projectivement canoni¬

ques, c'est-à-dire dont le système canonique coïncide avec celui des

sections hyperplanes.

Dans notre première note (*), nous avons construit des surfaces

projectivement canoniques en partant de surfaces invariantes
pour des homographies de période trois. Dans cette seconde

note, nous considérons des surfaces F de l'espace S7 à sept dimen¬

sions intersections complètes de cinq hyperquadriques, inva¬

riantes pour des homographies harmoniques. Nous choisissons

ces homographies de telle sorte que l'involution engendrée par
l'homographie sur une surface F soit privée de points unis. Nous

obtenons ainsi trois surfaces F', images d'involutions, pro¬

jectivement canoniques, de genres fta = fig = 15, p{1) = 65.

La première de ces surfaces s'obtient de la manière suivante :

On considère, dans un espace S19 à 19 dimensions, deux espaces

linéaires à neuf dimensions ne se rencontrant pas et dans chacun
de ces espaces une variété de Veronese représentant les qua
driques d'un espace à trois dimensions. La variété des droites
joignant les points de ces deux variétés est coupée par les espaces

(1) La première note est parue dans le Bulletin de l'Académie royale de
Belgique, mars 1964, pp. 227-234.
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à 14 dimensions ne rencontrant pas les variétés de Veronese
suivant des surfaces projectivement canoniques (x).

La seconde surface est tracée sur la variété de Segre représen¬
tant les couplés de points de deux espaces à trois dimensions et
la troisième est tracée sur la variété de Segre représentant les
couples de points d'un plan et d'un espace à quatre dimensions.

Les trois surfaces représentant des involutions privées de
points unis ont le diviseur de Severi a = 2.

1. Dans un espace linéaire à sept dimensions S7 considérons
l'homographie biaxiale H d'équations

H _ po y\ •••%• - *0 - h ••• - *6-r
\y<> yi yr *<> *e-r

Les hyperquadriques transformées en elles-mêmes par H
forment deux systèmes linéaires d'équations

<?{yo>yi> -->yr) + «Ata, %i, •••> z«-r) = o, (i)

où 9 et sont des formes quadratiques de leurs arguments, et

ikyiZk = 0, (i = 0, 1, ..., r;k = 0,1, 6 - r) = 0. (2)

Le premier de ces systèmes a la dimension

R = + 2) + (8 - -
1 = r* - 6r + 28

et le second la dimension

(y + 1)(7 — r) — 1 = 6r — r2 + 6.

L'homographie H engendre une involution du second ordre
dont nous obtiendrons une image en rapportant projectivement
les hyperquadriques (1) aux hyperplans d'un espace linéaire SR

à R dimensions. Prenons pour coordonnées de cet espace

(*) Nous avons déjà signalé l'existence de cette surface dans notre note
Remarque sur les variétés algébriques à trois dimensions dont la surface canonique
est d'ordre zéro (Bulletin de l'Académie royale de Belgique, 1962, pp. 989
995).
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Construction de surfaces projectivement canoniques

Y ilt = yiyk> {i, k = 0, 1,..., r),

Zifc = %, (*, k = 0, 1, 6 - r).

Les équations de la variété V7 image de l'involution s'obtien¬
dront en écrivant que les déterminants

|Yffc|, \Zik\ (3)

sont de caractéristique un.
Les premières équations sont celles de la variété de Veronese Q

représentant les quadriques d'un espace à r dimensions. Elle
1

appartient à un espace S k-r{r j 3) dimensions dont les èqua
A

tions s'obtiennent en annulant les Z. De même, les secondes
équations représentent une variété de Veronese Q' située dans

1
l'espace S' à — (6 — r) (9 — r) dimensions, représentant les

À

hyperquadriques d'un espace linéaire à 6 — r dimensions.
La variété V7 est donc l'intersection du cône projetant la

variété Q de l'espace 2' et du cône projetant Q' de l'espace 27.

Elle est d'ordre 26 == 64 et passe 2r fois par 27' et 26-r fois par 27.

La variété V7 est le lieu des droites s'appuyant sur les variétés Q
et Q'.

Pour obtenir les variétés qui correspondent dans SR aux
hyperquadriques du système (2), il suffit d'élever au carré le
premier membre de leur équation. On obtient ainsi l'équation
d'une hyperquadrique

2\ik\nY „Zu = 0, (i, j = 0, 1, r ; k, l = 0, 1, 6 - r).

Cette hyperquadrique passe par les espaces E, S' et touche V7
le long d'une variété à six dimensions d'ordre 26 = 64.

2. On peut aussi, pour obtenir une image de l'involution rap¬
porter projectivement les hyperquadriques du système (2) aux
hyperplans d'un espace à 6r + 6 — r2 dimensions. En posant

on obtiendra les équations de cette image en expri¬
mant que la matrice

|Xtt|, {i = 0, 1, ..., r ; k = 0, 1, ..., 6 - r)
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est de caractéristique un. Cette variété est la variété de Segre
représentant les couples de points des axes (y) et (2) de l'homo¬
graphie H. Cette variété a six dimensions. Cela provient de ce
que chacun de ses points représente oo1 couples de l'involution,
situés sur une droite s'appuyant sur les axes de H. En d'autres
termes cette variété représente les droites unies de l'homographie
H. Nous la désignerons par Wjj°.

Notons que l'involution déterminée par H sur une hyperqua
drique (1) est représentée par W6.

3. Revenons à la variété V7 et considérons cinq hyperqua
driques linéairement indépendantes. Elles ont en commun une
surface F sur laquelle H détermine une involution du second
ordre I. Nous supposerons que l'homographie H et les cinq hyper
quadriques précédentes ont été choisies de manière que la sur¬
face F ne rencontre pas les axes de H. L'involution I est alors
privée de points unis.

Les courbes canoniques de la surface F sont découpées par les
hyperquadriques de l'espace S7. Ces hyperquadriques linéaire¬
ment indépendantes sont au nombre de 36. Après avoir défalqué
les cinq hyperquadriques passant par F, on voit que le genre
arithmétique de la surface F est pa = 31. Notons que la surface F
étant intersection complète est régulière et que son genre géo¬

métrique est donc pg = 31.
Désignons par ft'a le genre arithmétique d'une surface F'

image de l'involution I. Entre pa et ft'a nous avons la relation

Pa + 1 = 2(/>a + 1),

d'où p'a = 15. La surface F' est régulière comme F et son genre
géométrique est p'g = 15.

4. Supposons r = 3,
,

l'homographie H ayant pour équations

H _ po 0 y* y 3 - *o - *1 - *2 - *s\
\y<> yi y* *0 % *2 v

et ses axes étant deux espaces à trois dimensions (y) et (2).

Nous pouvons avoir deux espèces de surfaces F :
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1) les surfaces Fx intersections de cinq hyperquadriques du
système (1).

2) les surfaces F2 intersections de quatre hyperquadriques du
système (1) et d'une hyperquadrique du système (2).

Nous avons démontré que le système canonique d'une sur¬
face F' image d'une involution cyclique privée de points unis
appartenant à une surface F, correspond à celui des systèmes
appartenant au système canonique de F, composé au moyen de
l'involution, qui a la dimension minimum.

Pour une surface Fj, le système qui a la dimension minimum
est découpé par les hyperquadriques du système (1) et a la
dimension 14. Celui qui est découpé par les hyperquadriques du
système (2) a la dimension 15.

Actuellement, les espaces U, 27' ont la dimension 9 et appar¬
tiennent à un espace à 19 dimensions. La variété V est d'ordre 64
et aux hyperquadriques passant par F correspondent cinq hyper
plans de S19 ayant en commun un espace à 14 dimensions ne
rencontrant pas les variétés de Veronese Q, Ü' . La section de V
par cet espace est la surface F'.

Si l'on considère dans un esface linéaire à 19 dimensions deux
espaces linéaires à 9 dimensions ne se rencontrant pas et dans cha¬

cun de ces espaces une variété de Veronese à trois dimensions, la
variété lieu des droites s'appuyant sur ces deux variétés est coupée

Par un espace linéaire à 14 dimensions suivant une surface pro
jectivement canonique, de genres pa = pff = 15, p(1) = 65.

5. Pour une surface F2, le système découpé par les hyperqua¬
driques (1) a la dimension 15 et celui découpé par les hyperqua¬
driques (2) la dimension 14. C'est donc celui-ci qui est le trans¬
formé du système canonique de la surface F'. Cette surface sera
tracée sur la variété de Segre Wjf de S15 et plus précisément
sur une section hyperplane de cette variété. La variété Wjj° est
l'image des droites s'appuyant sur les axes (y), (z) de H, axes qui
sont des espaces à trois dimensions.

La surface F est donc l'intersection de quatre hyperqua¬
driques
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(4)

(5)

9i(o> yi>y%>y$) H 0i(o» 1» a» 3) — 0, <p2 -f~ 02 — 0»

?» + 03 = 0, 94 + 04 = 0

et de l'hyperquadrique

A cette dernière correspond une section hyperplane de Wjf.
Les hyperquadriques (4) ont en commun une variété V38

et l'involution appartenant à cette variété a pour image une

variété Vjj4 appartenant à la variété de Segre Wjf.
Observons que l'on a

0 yi y% y*

X00 x10 x20 x3„
P

*0 *i zz *3
- n'

Xoo X01 x02 X03
— P

On peut donc écrire

pzcpi(X0o> X10, X20, X30) + p'2«A»(X0o» X01> X02, X03) = 0,

d'où

<*(X nn. • • • t CPo CPa (Pa II?i(X oo> •••> x30) 9a ?3 94

0l(XOO> •••> X03) 02 03 04
(6)

Posons

On a

9i — 0i — ifcX0iX0&,

9a = -ifcXioXfco» 02 = ifcXQfXofc.

9i0a — 9201 — 2J{bikcji cOXÄÄÄ,

Or, d'après les équations de Wf, on a

x,0xft0x03.x0l = xSoX„xM = x!oX„xw.

Il en résulte que l'on peut écrire

9i02 9a0i = Xjjo012,

où 012 est un polynôme du second degré par rapport aux coor¬

données de l'espace S15.
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En refaisant le même raisonnement pour tous les déterminants
tirés de la matrice (6), on voit que sur la variété Wjj°, la variété Vf4
appartient aux six hyperquadriques

12 = 13 = 0, 034 = 0.

Observons que les équations de ces hyperquadriques pourraient
être obtenues directement par les expressions

9l02 — 9201» 9l03 — 9301, 9304 — 9403

A la variété Vf correspond dans S7 la variété commune aux
hypersurfaces

9102 — 9201 = 0, 9x2 — cp30! = 0, 9304 — <p4«/f3 = 0,

c'est-à-dire la variété

9i(yo> yi> y2>ys) 92 93 94 _
0l(*O> Zl> Z2> Zs) 02 03 04

Comme aux points de Wj?0 correspondent les droites unies de
l'homographie H, les équations précédentes représentent une
variété à quatre dimensions, réglée.

Les équations (7) représentent une variété à quatre dimensions
d'ordre 32 formée de la variété V46 qui correspond à Vf et de
seize espaces à quatre dimensions et précisément les espaces qui
projettent l'axe (z) de H des huit points de l'espace {y) satisfaisant
aux équations

9i = 92 = 9s = 94

et les espaces projetant l'axe (3/) des huit points de l'espace (2)
satisfaisant à

01 = 02 = 03 = 04

Il en résulte que la variété commune aux six hyperquadriques
passant par V3 contient 16 espaces à trois dimensions de Wjf,
huit de chaque série.

La surface F', projectivement canonique de genres pa = p g — 15>

p(i) __ 65 esf située sur une section hyperplane de la variété de

Segre Wg° représentant les couples de points de deux espaces à
trois dimensions, et sur six hyperquadriques.
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6. Supposons maintenant r = 5, l'homographie H ayant pour
équations

H _ po yi y% y* y* -*i - z% - zz\
\yo yi y 2 y s y « *1 *2 *3'

l'axe (y) ayant quatre dimensions et l'axe (2) étant un plan.
Le système d'hyperquadriques (1) a la dimension 20 et le

système (2) la dimension 14.
Considérons la surface F intersection complète de cinq hyper

quadriques

<PiCy<» yi, y%' y 3» yà + Mzo> h, z%) = (» = 1» 2» 3» 4> 5)

du système (1). Cette surface ne rencontre pas les axés de l'homo¬
graphie H et celle-ci détermine sur la surface une involution I
privée de points unis.

Dans le système canonique de la surface F, il y a deux systèmes
appartenant à l'involution I. L'un est découpé par les hyperqua
driques (1) et a la dimension 15. L'autre est découpé par les hyper
quadriques du système (2) et a la dimension 14. C'est donc celui-ci
qui est le transformé du système canonique de la surface F'
image de l'involution I.

Pour obtenir un modèle projectivement canonique de la sur¬

face F', nous devons donc rapporter projectivement aux hyper
plans d'un espace S14 les hyperquadriques (2). Posons comme
plus haut Xik = yiZk. Nous obtenons les équations exprimant que
la matrice

|X„|, (i = 0, 1, 2, 3, 4 ; k = 0, 1, 2).

est de caractéristique un.
Ce sont précisément les équations de la variété de Segre Wg5

représentant les couples de points d'un espace à 4 dimensions (3/)

et d'un plan (z).

En raisonnant comme nous l'avons fait plus haut, on voit que
la surface F' appartient à dix hyperquadriques

yiiyotyii yì)2{zo> zi> Zz) 92(0» yi> •••>y 6)1(0» zi> zz)

= <Pia(X) = 0,

>i3 = 0, @i6 = 0, ..., 0S6 = 0.
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A la surface F', d'ordre 64 correspond dans S7 une variété
réglée à trois dimensions V|2 lieu de droites unies pour l'homo¬
graphie H. Cette variété appartient à la variété représentée
par la matrice

<pi (y) 9» ?3 ?6 ?5 _0
0l(*) 02 03 06 05

Observons que l'espace (y) appartient à la variété représentée
par la matrice précédente, car celle-ci s'annule pour z0 = z1 = z2

= 0. Les équations = 0, 02 = 0, ifi3 = 0, 06 = 0, = 0
représentent cinq cônes quadratiques ayant l'espace (y) pour
sommet. Celui-ci doit donc être décompté 25 = 32 fois et il
reste une variété d'ordre 48 contenant, outre la variété Vjj2,

les 16 espaces à trois dimensions projetant le plan (z) des points
de l'espace (y) satisfaisant aux équations

?1 — ?2 = <P3 = ÇP6 = 95*

La variété commune aux dix hyperquadriques 0ik = 0 con¬
tient donc 16 plans de la variété de Segre Wg5.

La surface projectivement canonique F', de genres pŒ = pff
= 15, p(1) = 65 appartient à la variété de Segre We5 représentant
les couples de points d'un espace à quatre dimensions et d'un plan,
et à dix hyperquadriques.

Liège, le 27 mars 1964.
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