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GEOMETRIE ATGEBRIQUE

Construction de surfaces projectivement canoniques
(Seconde note),

par Lurorexy GODEATUX,

AMembire de 'Académic.

Résiné, — Construction de iroils surfaces projectivement canoni-
ques, c’est-a-dire dont le syvstéme canonique coincide avee celul des
sections hyperplanes.

Dans notre premiere note (1), nous avons construit des surfaces
projectivement canoniques cn partant de surfaces invariantes
pour des homographics de période trois. Dans cette seconde
note, nous considérons des surfaces F de Vespace S, 4 sept dimen-
sions intersections completes de cing hyperquadriques, inva-
riantes pour des homographies harmoniques. Nous choisissons
ces homographtes de telle sorte que U'involution engendrée par
I'homographic sur une surface I' soit privée de points unis. Nous
obtenons ainsi trois surfaces FY, images dinvolutions, pro-
jectivement canoniques, de genres p, = H, = 15, 'Y = 6D,

ILa premicre de ces surfaces 2’obtient de la maniére suivante :
On considere, dans un espace 5y, 4 19 dimensions, deux espaces
hndaires a neul dimensions ne se rencontrant pas et dans chacun
de ces espaces une variété de Veronese représentant les qua-
driques d'un espace a trois dimensions. La variété des droites
joignant les points de ces deux variétés est coupde par les espaces

{1} La premicre nole est parie dans le BUrLeeEtin ne L ACADEMIE ROYALTR DE
BeELGioUR, mars 1964, pp. 227 251,
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Licien Godeanx

4 14 dimensions ne rencontrant pas les variétés de Veronese
suivant des surfaces projectivement canoniques ().

La seconde surface est tracde sur la varnétd de Segre représen-
tant Ies couples de points de deux espaces a trois dimensions et
la troisiéme est tracde sur la variété de Segre représentant les
couples de points d'un plan et d'un espace & quatre dimensions.

ILes trois surfaces représentant des involutions privées de
points unis ont le diviseur de Severt o = 2.

1. Dans un cspace lindaire a sept dimensions S, considérons
I'homographie biaxiale H d'équations

Ao My eV, — Ep — Ty e o Sy,
- )

Vo M1 ¥ Fa St Zgon

Les hypergquadriques  transformdées en elles-mémes par H
forment deux syvsteémes linédaires d’¢quations

"‘?(_\IUJ _f,\-'l_J ] _\,}‘) + IKI{:;'“, :Iy o :b -r‘) - ()) (J)
ol o ¢t o sont des formes quadratiques de leurs arguments, et
DA, =0, (0= M1, ok O, 1, .., 6 — %) - 0 (2)

Le premier de cos systémes a la dimension

5

1{:(?7’;2) T (8;‘?)1 Syt By 98

—i —

et Ie second la dimension
(r 4= DT 7y — 1 —=6r - #2 4- 6.

L’homographie H engendre une involution du second ordre
dont nous obtiendrens une image en rapportant projectivement
les hyperquadriques (1) aux hyperplans d’un espace lindaire S
a R dimensions. Prenons pour coordonndes de cet espace

(Y Nous avons ddja signalé lexistence de cette surface dans notre note
Remarque sur les varidtés aleébriques a trois dimensions dont la surface canonigite
est d'ordye zévo (BULLETIN DE L ACADEMIE ROYALE DE IINLGIQUE, 1362, pp. 989-
995},
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Constritction de surfaces projectivement canoniques

Ay {(r, = =0, 1,..., ),
Lo = 22, (7, #=0,1,.., 6 — 7).

Les équations de la variété V, image de UVinvolution s’obtien-

[

dront en derivant que Ies déterniinants

r i
“l ik

sont de caractéristique un.
Les premieéres ¢quations sont celles de Ia variété de Veronese £
représentant les quadriques d'un espace & 7 dimensions. Elie

) i . .
apparticnt a un cspace & a 5 r(r - 3) dimensions dont les équa-

tions s'obtiennent en annulant les Z. e méme, les sccondes
¢quations représentent une variété de Veronese £2° situdée dans

I'cspace 27 & (6 -— ) (9 - ») dimensions, représentant  les

QN

hyperquadriques d'un espace lindaire a 6 --- » dimensions.

La variété V., est donc linterscction du cdne projetant la
variétd £2 de Uespace 27 ¢t du cdne projetant £2° de Pespace X
Elle est d'ordre 26 - - 64 ¢t passe 27 fois par 27 et 257 fois par 2.
La varictd V', est le lieu des droites sappuvant sur les variétés Q
et 2,

Pour obtenir les varidtés qui correspondent dans S, anx
hyperquadriques du systéme (2), 1l sullit d’élever au carré le
premier membre de leur équation. On obtient ainsi I'équation
d'une hyperquadrigue

ZALAGY i =0, (6, 7 =01, . ...r; k,1=01,..06—7)

Cette hyperquadrique passe par les espaces 2, 27 et touche V',
le long d'une variété a six dimensions d’ordre 28 =: 64,

2. On peut aussi, pour obtenir une image de Uinvolution rap-
porter projectivement les hyvperquadriques du systéme (2) aux
hyperplans d’un espace 4 6y + 6 — #2 dimensions. Iin posant
X = v,2z,, on obticndra les dquations de cette image en expri-
mant que la matrice

Xyl G=01,...7:k=01,..6 -7
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est de caractéristique un. Cette variété est la variété de Segre
représentant les couples de points des axes (v) et (2) de I’homo-
graphie H. Cette variété a six dimensions. Cela provient de ce
que chacun de se¢s points représente oc! couples de I'involution,
situés sur une droite s’appuyant sur les axes de H. Iin d’autres
termes cette variété représente les droites unies de I’homographic
H. Nous la désignerons par W°.

Notons que Uinvolution déterminde par Fl sur une hyperqua-
driquc (1} est représentée par W,

3. Revenons 4 la variété V., et considérons cing hyperqua-
drigues lindairement indépendantes. Elles ont en commun une
surface IF sur laquelle H détermine une involution du second
ordre 1. Nous supposerons que 'homographie H ¢t les cing hyper-
quadriques précédentes ont ¢té choisies de manicre que la sur-
face ¥ ne rencontre pas les axes de H. L'involution I est alors
privée de points unis.

Les courbes canoniques de la surface IF sont découpées par les
hyperquadrigues de espace 5,0 Ces hyperquadriques linéaire-
ment indépendantes sont au nombre de 36. Aprés avoir défalqué
les cinq hyperquadriques passant par FF, on voit quc le genre
arithmdtique de la surface F est p, = 31, Notons que la surface I
étant intersection compléte est régulicre et que son genre géo-
métrique est done p, - 51

Désignons par 2, le geure arithmdétique d'une surface 19
image de Pinvolution I. Entre 4, et $, nous avons la relation

po— L 2(p, -+ 1),

d’olt p, == 15. Lu surface F7 est régulicre comime b ot son genre
géomditrique ext p, = 15,
A

4. Supposons v = 3, Uhomographic H avant pour ¢quations

3
-»
o

L

i)

134

H

(_'1"0 Yo V2o Nz o |

Ao M4

-y

-

t

!

FE
(2]

-

et ses axes Ctant deux espaces a4 trois dimensions (V) et (2),
Nous pouvons avoir deux especes de surfaces 17
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Construclion de surfaces projectivement canoniqites

1) les surfaces I intersections de cing hyperquadriques du
systéme (1),

2} les surfaces I, intersections de quatre hyperquadriques du
systeme (1) et d'une hyperquadrique du systéme (2).

Nous avons démontré que le systéme canonique d’une sur-
face F' image d’unc involution cyclique privée de points unis
appartenant a une surface I, correspond a celui des systémes
appartenant au systeme canonique de F, composé au moven de
I'ilnvolution, qui a la dimension minimum.

Pour une surface I, le systéme qui a la dimension minimum
est découpd par les hyperquadriques du systeme (1) et a la
dimension 14. Celul qui est découpé par les hyvperquadriques du
systéme (2) a la dimension 15,

Actuellement, les cspaces 2 27 ont la dimension Y et appar-
tiennent & un espace 419 dimensions, La variété V est d’ordre 64
et aux hyperquadriques passant par F correspendent cing hyper-
plans de S5 avant en commun un espace & 14 dimensions ne
rencontrant pas les vari¢tés de Veronese £2, £2'. La section de V
par cet espace est la surface B

St Don considere dans wn espace inéaive a 19 dimensions denx
espaces lindaives a ) dimensions e se venconlrant pas ot dans cha-
cun de cos cspaces wune variété de Veronese a trois dimensions, la
variété Lici des drvoiles s'appuyant sur ces deux vavidlés est coupie
pay un espace linéaive @ 14 dimensions suivant une surface pro-
jeclrvemment canonigue, de genres p, = p, 15, p'?’ - 65

5. Pour une surface 19, 1o systeme découpé par les hyvperqua-
drigues (1) a la dimension 15 ¢t celut déconpé par les hyperqua-
driques (2) la dimension 14, Clest done celur-cl qui est le trans-
form¢ du systeme canonigue de la surface 107, Celte surface sera
tracde sur la variéte de Segre Wi de S5 ot plus précisément
sur une section hvperplane de cette varidté. La variétd W' est
Fimage des droites s'Tappuyant sur les axes {(v), (z) de H, axes qui
sont des cspaces 4 Lrols dimensions.

La surface I est donc lintersection de quatre hyperqua-
driques
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’91(}’0; My Vo, }'3) -+ *!’1(205 2y, Za, By) — 0, Sy ‘7{’2 = {,
or b =0, e — 0

¢t de 'hyperquadrique

2y, = O, (5)

il

A cctte derniére correspond une scction hyperplane de W2
Les hvperquadriques (4) ont en comnun une variété V3P
et I'involution appartenant & cette varniété a pour lmage une
aaridté VI oappartenant a la varidté de Segre W
Observons que l'on a

Mo My

—\tm :\10 A ‘\30

—
ST

Vi
3

- - - -
~0 It St S —p
> - )_ - ’— - 7 -

Noo Xo Noz Xz

On peut donce derire
2. . . . 4 2 4 - - - o
PP XKoo Niog Nuoy Ngo) + o (Xoe, Nop Nguy Ngg) == Oy
d’ct
{Ngos o Nge) P2 Y3 Y1

R — 0. ()
‘!:{}1(:\(][1:"';* o) Uiy H{’S iy

Posons
P17 ‘Ebi.ﬂxr’uxku; ‘/’1 = 23);}_.;(0;:‘(“.,
2y = 0 NjoNpo, = 20X X
On a

fﬁx.‘/’z ':"2‘/‘1 4—'([);;.-5;1 - C;;;.-.b;e.)}\m)\f.-u:\nf}*uz-
Or, d’apres les dgquations de W§°, on a
- - - ks = - r s s he
l‘z'u‘\-“}\'(];\‘UJ"’\\OI = }&UU)\}'I-‘\FJI - }\II[)}\H}\I{}'
II en rdésulte que on peut Cerire
)
opfe — pah == Xoo P,
oli @, est un polvndéme du second degré par rapport aux coor-

donndes de Uespace 5.
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Conslyviction de surfaces projectiveincnt canoniqiies

En refaisant le méme raisonnement pour tous les ddéterminants
tirds de la matrice (6), on voit que sur la variété W2°, la variété V§3*
appartient aux six hyperquadriques

B, =0, D, —0,..., @, =0

Observons que les ¢quations de ces hyperquadriques pourraient
¢tre obtenues directement par les expressions

wifs o oeub s o esbe o pabs - paf

A L variété Vi correspond dans 5, la variétd commune aux

hvpersurfaces

7

s — gaby 0 g - by 0L L oy wafy 7= 0,

cest-a-dire la varidte

SlMe M Ye Ma) v Ry _
) ; - 0. (7)
frs(Zg, 71, Za, 7y) iy, Yy

Comme aux points de W22 correspondent los droites unies de
I'homographic H. les dquatiens précédentes renrdzentent  une
varidtd o quatre dimensions, réglée,

Les dgnations (7)) représentont une varidétd o guatre dimensions
d'orcdre 32 formdée de la variétd V3% gqai correspond a0V ot de
SCTZC CSPAaces i giatte dimensions ot proci=ciwnt Tes espaces qui
projettent Maxe (2) de Hodes huit points ode Pespace (0 satisfaisant
aux équations

et les espaces projetant Paxe () des haat points de espace {2
satisfaisant &

z/JE : 1/12 ?JJIJ‘.; = a_f'}i.

Il en I‘f."f’:ll}t(‘ ate o vartdtd commune anx &I }l\' '3(‘1'1'111l{.h'i( 115
J 2 [
20

passant par YV, contient 16 espaces 4 trots dimensions  de WYY,
huit de chaque série.
|

Fa surface 17, projectivement canonique de genyes p, - P, - 13,
Pt = 60, est situde suy une section hvperplane de la varidté de

Segre \W2° weprisentant les couples de points de deux espaces d
trois dintensions, el sur Six hyperguadrigues.
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6. Supposons maintenant » = 5, I'homographic H ayant pour
équations

H - (J’u Moo Ve Vs Ve T A T Z —-35)
Yo M Vo V3 Vi 2, 2y 74

I'axe (y) avant quatre dimensions et I'axe (z) étant un plan.
Le systéme d’hyperquadriques (1) a la dimension 20 et le
systéme (2) la dimension 14.
Considérons la surface Y intersection compléte de cing hyper-
quadriques

(Pi(.}'()) .}!l’ .:,\"2’ .}.'3) .}!4) —'_ '}lfdl(zﬂ’ 'Z]’ Za) - 0: (’!‘ = 1) 2; 31 4; 5)

du svstéme (1), Cette surface ne rencontre pas les axes de 'homo-
graphie II et celle-ci détermine sur la surface une involution I
privée de points unis.

Dans le systeme canonique de la surface 7, il v a deux systémes
appartenant i 'involution T. L'un est découpé par les hyperqua-
driques (1) et a la dimension 15. L’autre est découpd par les hyper-
quadriques du systéme (2) et a la dimension 14. C’est donc celui-ci
qui cst le transformé du systéme canonique de la surface F°
image de Vinvolution I

Pour obtenir un modéle projectivement canonique de la sur-
face F', nous devons donce rapporter projectivement aux hyper-
plans d'un espace S, les hyperquadriques (2). Posons comme
plus haut X, = v,z,. Nous obtenons les équations exprimant que
la matrice

Xl G=0,1,2,34;4 01,2,

est de caractéristique un.

Ce sont précisément les équations de la variété de Scgre W°
représentant les couples de points d'un espace 4 4 dimensions (y)
et d'un plan (z).

En raisonnant comme nous I'avons fait plus haut, on voit que
la surface F" appartient a dix hyperquadriques

I’191(_,,,\;(}; _}',1; LR ‘}’rl)tr,“z(z(j! Z‘!, 22) - KP‘ (_,(y(l; ,}"15 AR} _}"ﬂ)'?bl(zﬂ: z]_; 22)
— P, (X) = 0,

@13:0, @16': 0, cary (:D;iﬁ:()‘
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Constriction de surfaces projectiventent canoniques

A la surface I, d’ordre 64 correspond dans S, une variété
réglée a trois dimensions V3® lieu de droites unies pour 'homo-
graphie H. Cectte variété appartient a Ia variété représcntée
par la matrice

) o{y) @2 95 @ ‘P-:,! _ 0
NG

Obscrvons que 'espace (v) appartient a la variété représentée
par la matrice précédente, car celle-ci s’annule pour z, = 2, = 2,
= 0. Les équations i, == 0, ¢, =0, iy =0, =0, iy =20
représentent cing cdnes quadratiques ayant espace (y) pour
sommet. Celui-ci doit donc étre décompté 25 = 32 fois ct il
restc une variété d’ordre 48 contenant, outre la variété V32,
les 16 espaces a trois dimensions projetant le plan (z) des points
de l'espace {4} satisfaisant aux équations

]

(")1‘::@2'__&’3:?

6 — Ts-

l.a varniété commune aux dix hyperquadriques @, = 0 con-

X715

tient donc 16 plans de la variété de Scgre W'

La surface projectrvement canonique ¥, de genres p, = p,
= A5, P L 6D appartient a la varidlé de Segre Wi représentant
les conples de pornts d'un espace a quatve dionensions et A un plan,
et & dix hyperquadrigies.

Liege, lc 27 mars 1964.
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