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COMMUNICATIONS DES MEMBRILS.

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Variétés algébriques privées de variété canonique

par Lucien GODEAUX,
Membre de 1'Académie.

Résumé. — Construction, dans un espace linéaire a n-1 dimensions,
d'une hypersurface algébrique privée de wvariété canonique mais
ayant un systéme bicanonique infini.

Le but de cette note est de montrer qu’il existe des variétés
algébriques dépourvues de variété canonique mais possédant un
systeme bicanonique infini.

Nous considérons, dans un espace linéaire 5,,_; a # — 1 dimen-
sions, # hyperplans situés d’'une maniere générale et une hyper-
surface d’ordre 2n — 2 passant doublement par les (3} espaces
linéaires a # — 3 dimensions communs a deux quelconques de
ces hyperplans. Nous montrons gue cette hypersurface est dé-
pourvue de varié¢té canonique mais que le systéme bicanonique
est découpé par les hypersurfaces d’ordre 7 — 4 (1).

Nous commencons par étudier les sections de la variété consi-
dérée par des espaces a trois dimensions.

t. Considérons, dans un espace linéaire S, & trois dimensions
un n-edre complet dont les faces a,, a,, ...,a, ont respectivement
pour équations

a(x%, %5, x4, %) =0, a, =0, ..., a, = 0.

(23} Nous avons considéré le cas # — 3 dans une note Suy wne varidté algé-
brique & tvols dimensions & sections hvperplanes bicanonigues (Revista de Clen-
cias, 1934, pp. 103-1058),
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Soit F une surface d’ordre 2n -- 2 passant deux fois par les
1_ i .
5 nln - 1) arétes de ce n-édre et par conséquent trois fois par ses

1 .
sommets, au nombre de & n(n — 1) (n - 2). Nous supposerons
g

n 4
St gy, 9. sont des formes algébriques des n variables a),
oy, ..., «, respectivement de degrés 2, n — 2, Péquation

Oy .. U@y 2((11, Qo vees Gy} -

@o{tgtty oo Oy, Galy ovr Qply, «or, U@y «n Gpoq) = O (1)

représente une surface possédant les propriétés de F. 1l faut tou-
tefois remarquer que le second terme contient des expressions
qui figurent déja dans le premier. Le produit de deux des va-
riables de g, tel que par exemple que aa.05 ... an, S€ trouve

dans le premier terme. On peut donc supposer que l'on a

wy - ayfagay . ow)? A aglaga, o aa)? o agfagas o se)?

Dans ces conditions, 1'équation (1) dépend de

n -+ 1 1 o

. ) = —n (17 5 D)
S 6

coefficienits homogénes. Nous allons voir que I'on obtient ainsi

la surface I' la plus générale.

Soit 7 la dimension du systéme |F| des surfaces F. Ces surfaces,
d’ordre 2n — 2, rencontrent le plan a, suivant # — 1 droites
doubles, donc il y a w” ' de ces surfaces qui contiennent le
plan «, comme partie et sont complétées par des surfaces F,
d’ordre 21 - 3 qui rencontrent le plan a, suivant » — 2 droites
doubles et suivant unc droite simple a,a,. Il existe par suite
ocr 2 surfaces F contenant le plan a, comme partie et complétées
par des surfaces Ky, d’ordre 2n — 4 qui ne passent plus par la
droite a,a,, rencontrent le plan a, suivant # — 3 droites doubles
et suivant deux droites simples aay, aso,; Il existe donc
oo % surfaces I, contenant le plan a,; comme partie. Elles sont
complétées par des surfaces F, d’ordre 2% -~ 5 qui ne passent pius
par les droites a,ay, a0y, asay, ¢t ainsi de suite. On parvient ainsi a
o’ surfaces F,, d’ordre # —- 2 ne passant plus par les arétes
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para-

n+ 1
3

du n-latére complet. Ces surfaces dépendent de (

metres ct on a bien

r=gn (n? 4 5)

L’équation (1), ol ¢, a la forme (2), représente donc bicen la
surface I la plus générale.

2. Les surfaces ' adjointes a |IF|, d’ordre 2n# — 6, passent
simpiement par les arétes du n-édre complet. Soit #' la dimension
du systéme formé par ces adjointes. Pour évaluer #/, nous suppo-
serons d’abord #n = 6.

Les surfaces I’ rencontrent le plan «, suivant n — 1 droites
simples ¢t suivant des courbes d'ordre # - 5 formant un systéme
lincaire sans points-base. Par conséquent, les surfaces I passant
par

£

(1 --D)m —2) +1 =={n—3)n — 4

| N

1
2
points du plan «; contiennent cc plan comme partie ct sont

complétées par des surfaces Iy d'ordre 2n -— 7 formant un
systeme lindéaire de dimension

Les surfaces Fy rencontrent le plan a, suivant 2 - 2 droites
simples et suwivant des courbes d’ordre # — b formant un systeme
lindaire sans points-base. Par conséquent les surfaces If) passant

par § (st~ 3} -— 4) points de a, contiennent ce plan comme
partie et forment un systéme de¢ dimension
v~ (n — 3)(n — 4).
Et ainsi de suite. On parvient ainsi a un systeme lineaire de

surfaces d’ordre # -- 6 dc¢ dimension

o ;En(n 3 4.
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On en conclut que les adjointes F' aux surfaces F, linéairement
indépendantes, sont au nombre de

%n(n - 3 — 4 + %(gl S — A — D)

=g (. 3w - A)(dn — 5).

(3)

Pour n = 4, la surface F est la surface d'linriques ¢t F' est
une quadrique qui devrait étre circonscrite a un tétraedre, ce
qui est impossible.

Pour n = 5, les surfaces F’ sont du quatrieme ordre. Celles
qui contiennent le plan «, sont complétées par des surfaces
cubiques circonscrites 4 un tétraedre, en nombre «c?. La dimen-
sion de I est donc »' = 4.

On remarquera que la formule (3) est valable pour # = 4 ou 5.

Le genre géomélrique de la surface I est

Dy = :l) (7 — 3) (n — 4) (dn — D).

Dans le cas # = 5, 'équation des surfaces ' pcut s’éerire
Aaatatatts -+ Asagagaga, ... b Agaqasaga, = 0.

Dans le cas n quelconque, l'équation des surfaces T’ pent
s’écrire

oty ... Guify ooy o apogfy + ooagay o auo i, = 0,

ou les ¢ sont des polvnomes de degré = - - 5 par rapport aux
coordonnées, mais il faut remarquer que certains termes se ren-
contrent plusicurs fois dans cette équation.

3. Les surfaces 19 ont pour points doubles les sommets du
n-e¢dre complet, par conséquent deux surfaces ¥ se rencontrent
suivant une courbe C d’ordre

1 1 .
(21 - 62 — - n(n — 1) = 5 {(in? — A7 4 72),

passant simplement par les sominets du n-cdre.

— 1048 -



Variciés algébriques privies de variété canonique

Un plan passant par la droite a,a, coupe les deux surfaces
sutvant des courbes d’ordre 2un — 7 passant simplement par les
n --- 2 sommets du n-édre situés sur la droite a,e, et par les

. 1
points de rencontre du plan avec les 5 (1 — 2) (n — 3) arétes

du n-édre ne s’appuyant pas sur a;u,. On en conclut que la cour-
be C sappuic en 3n — 12 points sur les arétes du n-édre. Il
faut de ces points défalquer les # — 2 sommets du n-édre ct
par suite la courbe C rencontre les arétes du n-édre en 25 — 10
points en dehors des sommets.

1 p) es enre lindéaire de la surface F, une courbe ren-
Si AW est le genre ling de 1 f F courbe C
contre I' en dehors des arétes et des sommets du n-¢dre en ptt? — 1
points. On a donc

p1 1 = 9 (n — 1) (n — 42

Bien que le raisonnement précédent ne s’applique pas au cas
#n = 4, ou la surface I¥' n’existe pas, la valeur ¥ = 1 est donnée
par la formule précédente.

Le genve linéaive de la surface T est

PV = —(n — 1) (m — 4)% + 1.

bo| <D

La surface F est d'autre part réguliére,

4. Placons-nous maintcnant dans un espace lindaire S, ; a
n — 1 dimensions et supposons que a,, a,, ..., a, solent des
fonctions linéaires des » coordonnées homogenes de cet espace
ou, ce qui revient au méme, SUPPOSONS quUC ay, &y, ..., azsolent
les coordonnées de cet espace.

L’équation (1) représente actuellement une hypersurface
Virs? possédant 3 n(n — 1) espaces doubles a # — 3 dimensions,
1 . . .
= nn - 1) (n —2) espaces ftriples & #» — 4 dimensions, ...

6

Les variétés canoniques éventuelles de VE75* sont découpées
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par les hypersurfaces adjointes d’ordre » — 2 passant simple-
1
ment par les 5 n(n - 1) espaces doubles de V37,2

L’hyperplan o, est rencontré par une hypersurface adjointe
suivant # — 1 espaces a ® — 3 dimensions, donc cet espace
appartient a I'hypersurface adjointe. Il en est de méme des
espaces oy, a4, ..., @, Mais cela est absurde car I'hypersurface
adjointe d’ordre n — 2 se décomposerait en # hyperplans.

La variété V232 est dépourvue de variélé canonique.

5. Les variétés bicanoniques de V2";? sont découpées par les
hypersurfaces d’ordre 2{(n — 2) passant doublement par les
espaces S, , doubles pour Vi*2

Ces hypersurfaces coupent 'hyperplan a; = 0 suivant n - 1
espaces S,_,; doubles et par conséquent cet hyperplan fait partie
de ces hypersurfaces. Il en est de méme des hyperplans a, = 0,
ay =0, ..., a, = 0. On en conclut que le systeme bicanonique de

252 est découpé par les hypersurfaces

a1y oo AP slay, oy, .., a,) = 0,

ifr,—, étant un polynome d’ordre # - - 4.

Un tel systéme contient (323) coefficients et par suite
La variété V2 2 de S, a les genves

P, — 0, P, — ().

n--4

Pour # = 5, on voit que

La variété V5 de S, passant doublement par les plans d'une
pyramide & cing faces est dépourvue de surface canonique et le
systéme bicanonmique coincide avec celui des sections hyperplanes.

6. On peut déterminer le genre géométrique des sections hyper-
planes de la variété Vzi-Z

Placons-nous dans un espace linéaire S, , a # — 2 dimensions
en supposant que dans 'équation (1), «,, a,, ..., a, sont des
fonctions linéaires de # — 1 variables homogeénes. Cette équation

H—

représente alors une variété V¥ 2 de S, ,. Son systéme cano-
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nique est découpé par les hypersurfaces d’ordre » — 1 de S,_,
passant simplement par les espaces linéaires &4 n -— 4 dimensions

communs a deux des hyperplans a,, a,, ... a,. Ces hypersurfaces
ont pour éguation

AjGgly vn @y = Aptgly oo andy = ... - Ajaqas .. an; = O,

Par suite

Les sections hyperplanes de la varidté V22, ont le genve géomeé-
trigue P, = n.

Liege, le 22 octobre 196..
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