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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Un cas de fermeture d’une suite de Laplace

par LuciEn GODEATX,

Membre de I’ Académie.

Résumé. — Examen du cas o la suite de Laplace attachée dans
un espace a cing dimensions a une surface de l'espace ordinaire se
termine dans un sens en présentant le cas de Laplace, le point de
fermeture décrivant une courbe qui appartient & un espace 4 trois
dimensions.

A une surface (x) de 'espace ordinaire, rapportée a ses asymp-
totiques #, @, on attache dans un cspace S; a cing dimensions
une sutte de Laplace L

U, LUV, VL VL (L)

ou chaque point cst le transformé du précédent dans le sens des
u. M. Bompiani a démontré que si la suite 1. s’arréte au point U,
en présentant le cas de Laplace, elle s’arréte au point V.,
en présentant le cas de Goursat, & condition que la courbe (U,)
n‘appartienne pas & un hvperplan (1), Il a également considéré
les cas ol la courbe (U,) appartient a un espace de dimension
mférienre 4 cing. Clest a4 un de ces cas que nous voudrions
consacrer cette note et apporter quelques compléments aux
résultats de M. Bompiani en profitant du fait que la suite L est
autopolaire par rapport a 'hyperquadrique Q de Klein.

(1) Bomriaxi, Sull’ equazione di laplace (RENDICONTI DEL CIRCOLO MATEMA-
TICO DI PaLErMo, 1912, t. 31, pp. 383-107).
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Nous considérons précisément le cas ou la courbe (U7,) appar-
tient & un espace & trois dimensions ¢t nous montrons que la
suite 1. se termine au poinr V., en présentant également le cas
de Laplace, le lieu du point 'V, étant la droite conjugude par
rapport & Uhyperquadrique Q de Uespace contenant la courbe (U,)

Nous utilisons les notations et les résultats de notre exposé
sur La théorie des surfaces el Uespace réglé (V).

1. Soit (x) unc surface de 'espace ordinaire rapportée a ses
asymptotiques #, v. Désignons par U, V les points de 'hyper-
quadrique ) de Klein de Sy représentant les tangentes aux
lignes #, = cn un point ¥ de (x). On sait que ces points appar-
tiecnnent a une suite de Laplace

LU UL U VN, LV ()

o1 chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des .

Supposons que la sutte L. s’arréte au point U, en présentant
le cas de Laplace et que la courbe (L7,}, ol la variable est v,
soit situde dans un cspace a trois dimensions R

Nous désignerons par » la droite conjuguée de lespace R’
par rapport a 'hyperquadrique O. Dans la polarité par rapport
a O, 4 un plan osculateur p’ = U, UNUY 4 la courbe (U,) cor-
respond un plan p passant par # et variable avec v ; 4 une tan-
gente ' = U, UY & la courbe (U,) correspond un espace & trois
dimensions R variable avec ».

Le pdle d’'un hyperplan U, U, UNUPUY est un point V,
appartecnant a la droite ». La suite de Laplace L se termune
donc dans le sens des # au point V. .

2. Désignons par 2 nn hyperplan passant gar R’. Nous allons
montrer que cet hyperplan ne peut couper la surface (U, )
suivant une courbe 1.

Supposons en effet qu’il en soit autrement et soit v, Ja valeur
de v qui fixe la courbe # envisagée. Une tangentc & cette courbe
en un point U, apparticnt & 2 ¢t par conséquent le point

(1} ACTUALITES SCIENT., N° 138 (1’aris, Hermann, 19:31).
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U, ., homologue de U,_, appartient 2 2. Tl en est de méme de
la courbe # de la surface (U, ;) donnée par 2 - z,. La tangente
a cctte courbe # en un point U, _, appartient & 2 ot par conséquent
la courbe = donnée par » = v, sur la surface {U,. ;) appartient
a 2. Et ainsi de suite.

Dans ces conditions, le point V.., de » péle de X est aussi le
pble des espaces U%(U, U, U, UCVU U, ,U._,U, .
et les peoints V,, V,_, ... de la suite L coincident avec V, |,
ce qui est absurde.

[’cspace 2 passant par R’ varie donc avee # et lorsque u
varle, le point V, ., décrit la droite 7.

5. L’hyperplan UPU2U, U, U, , a pour poéle par rapport
a () un point V, appartenant au plan p conjugué du plan p’ ==
URUNU, osculateur i la courbe (U,). Lorsque # varie, le point
V, décrit une courbe # de la surface {V,) et les tangentes a cette
courbe coupent la droite » aux points V,..; homologues.

Considérons unc courbe v tracée sur la surface (V) et soit #,
la valeur de # qui fixe cette courbe. A la valeur #, de # corres-
pond un point V,,., de » bien déterminé. Un plan p coupe la
cotirbe v envisagée en un point V, et la tangente en ce point a
la courbe u dn plan p passe par lc point V,. ;. On voit donc que
les tangentes aux courbes # de la surface (V,) aux points d’une
courbe » forment un céne dont le sommet V, ., appartient a 7.
La suite L se¢ termine au point V, ., en présentant le cas de
Laplace.

ST la suite de Laplace 1. se fevmine au point U, en présentant
le cas de Laplace et st la courbe (U)) appartient ¢ un espace a
trots dimensions, la suite 1. se tevinine aun point 'V, . en présentant
également le cas de Laplace et le liew du point V., est la droife
conjuguée par rapport a Uhyperquadrigue Q de I'espace contenant
la courbe (U,).

4. Ajoutons guelques remarques.

L’espace UG, U, U, U, . a pour pdle un point V,
appartenant a l'espace R conjugué de la droite U,U% tangente
a la courbe (U,). Lorsque 2 varie, ce point V- décrit une
courbe 0 tracée sur la surface (V,.;). On wvoit donc que les
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courbes # de la surface (V, ;) se trouvent dans des espaces a trois
dimensions.

LU'espace U, U, U,_,U,_.U, ; a pour pdle un point V,_,
appartenant & 'hyperplan polaire du point U, et on voit que
les courbes # de la surface {V, ;) appartiennent a des hyperplans.

Par contre, les courbes # de la surface (V,_;) ne peuvent
appartenir a des hyperplans,

Enfin, si nous fixons une valeur de %, c’est-a-dire un point
Vi1, de #, nous fixons un hyperplan X passant par R’ ¢t cet
hyperplan coupe la surface (U,_;) suivant une courbe ». Les
courbes v de la surface (U,_,) sont donc situées dans les hyper-
plans passant par R’

5. Nous allons maintenant supposer que la suite I. se termine
an point U, suivant le cas de Laplace mais que le lieu de ce point
est une droite #'. Nous montrerons que la suite L se termine
au point V,_, en présentant également le cas de lLaplace, la
courbe (V,_,), lorsque # varie, appartenant & un espace a trois
dimensions. Ce sera en quelque sorte la réciproque du cas précé-
dent.

Désignons par R l'espace a trois dimensions conjugué de la
droite 7' par rapport a Q. Le pole de l'hyperplan UY'U,U, .,
U, .U, 5 est un point V, ; qui appartient a R.

Considérons une courbe v correspondant a la valeur #, de #,
tracée sur la surface (U,.,). Les tangentes a cette courbe ren-
contrent # et par conséquent cette courbe est située dans un
plan p’ passant par »' (*).

Les tangentes a la courbe v correspondant a la valeur # == i,
de la surface (U,_,) rencontrent le plan p’, donc cette courbe
est située dans un espace a trols dimensions R’ passant par p'.

On voit de méme que la courbe v donnée par # = u, sur la
surface (U,_,) se trouve dans un hyperplan passant par R’
Cet hyperplan reste fixe lorsque v varic et son pole V,,_, par rapport
& Q ne dépend donc que de #u et décrit, lorsque # varie, une
courbe (V,_;) appartenant a l'espace R.

(!} Nous utilisons le fait que dans un espace 4 # dimensions, si les tangentes
A une courbe s’appuyent sur un espace A v dimensions, cette courbe est située
dans un espace & v + 1 dimensions contenant évidemment 'espace précédent.
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On voit qu'aux espaces UNU,U,_,U, , correspondent les
tangentes 4 la courbe (V, ) et gqu'aux plans UYU, U, | corres-
pondent les plans osculateurs a la méme courbe,

Considérons, sur la surface {(V,, ,) une courbe v correspondant
a la valcur 1, de #. Pour cette valeur, un point V, | est fixé.
Il en résulte que les tangentes aux courbes # aux points de la
courbe » considérée passent par le point V, | et que la suite L
se termine au point V, . en présentant le cas de Laplace.

51 la suite de Laplace L s= termine au point U, en présentant
le cas de Laplace et sile licu dun pomnt U, est une droite, la suite L
se termine au point V,., en présentant également le cas de
Laplace et le llen du point V,_; est une courbe qui appartient
a 'espace a trois dimensions conjugud¢ par rapport a 'hyper-
quadrique Q de Ia droite lien du point U,

Liége, lo ¢t aotit 1963.
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