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Résumé

Détermination des surfaces d'asymptotiques u,v telles que les surfaces réglées gauches lieu des tangentes aux courbes v
aux points d'une courbe u appartiennent a des complexes linéaires.
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GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLL

Surfaces dont les réglées gauches asymptotiques d’'un
mode appartiennent a des complexes linéaires,

par Lucieny GODEAUX,
Membre de " Académie.

Résumé. ~ Détermination des surfaces d'asymptotiques u,v telles
que les surfaces réglées gauches licu des tangentes aux courbes v aux
points d’une courbe # appartiennent a des complexes lincaires,

A une surface (v) dont les asymptotiques sont des courbes u, v
(ou v = Cte, » = Ct¢), on peut attacher quatre familles de sur-
faces réglées @ les développables S, S, dont les arétes de rebrous-
sement sont respectivement les courbes i, v, les réglées R, lieux
des tangentes aux courbes ¢ aux points d'une courbe « et les
réglées R, heux des tangentes aux courbes « aux points d'une
courbe v. Les réglces IR, R, sont gauches.

Les surfaces (x) dont les développables 5, ou 5, ou les deux
appartiennent a des complexcs lin¢aires ont été considérées de-
puls longtemps et d'ailleurs completement détermindes par
M. Terracini (!). Au contraire, les surfaces (x) dont les réglées
R.,
n’ont fait 'objet que de quelques rares travaux (). Clest de ces
surfaces que nous allons nous occuper ici.

ou IR,, ou les deux appartiennent & des complexes linéaires

r

(") M. Terracini a résumé ses recherches dans Uappendice LY, Sulle superficie
aventi un sistesna, o entranrhi, di asintotiche in complesst Huneard du traitd (o Poe-
BIN1 et E. Crecy, Geoeiria proiettiva diffevenziale (Bologna, Zanichelli, 19277,
Tome IT, pp. Y71-782.

(3] Nous avons appelé lattention sur ces surfaces dans unce communication
au Collogue de Géomdtrie différentielle du CRB.RDALL tenu & Louvain en 1951 ¢
Sur les surfaces assocides a wne subte de Laplace terminde (Paris, Masson, 1951,
PR 19122081 M. VINcENSINT avait rencontre une surface rentrant dans ce tvpe
dans un mémvire Suy cerfaines surfaces a fignes de conrbare plases (ANNALES DE
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Surfaces dont les réglées pavches asvimplotiques d'un mode, etc. ..

C. Segre a montré qu’une congruence W dont une nappe focale
est une surface réglée gauche a comme seconde nappe focale, si
elle n'est pas réglée, une surface dont les asymptotiques d'une
mode appartiennent a des complexes linéaires (Y. G. Fubini a
ensulte ¢tabli quune surface dont les asymptotiques d’'une mode
apparticnnent a des complexes linéaires peut toujours étre con-
sidérée comme nappe focale d'une congruence W dont la seconde
nappe focale est une surface réglée gauche (?). Notre but est
d’établir des théorémes analogues pour les surfaces dont les
réglées gauches asymptotiques d’un mode appartiennent a des
complexes lnéaires.

Pour abréger, nous appelerons surface A une surface dont les
asvmptotiques # appartiennent a des complexes linéaires et
surface B une surface dont les réglées gauches R, appartiennent
a des complexes lindaires.

Tout d’abord, on voit assez facilement que si une surface A
est nappe focale d’'une congruence W, la seconde nappe focale
est une réglée gauche, ou une surface A ou, en général, une surface
B. Nous montrons qu'inversement une surface B étant donnée,
clle peut toujours étre considérée comme nappe focale d’'une
congrucnce W dont la seconde nappe focale est une surface A.

Pour établir ce théoréme, nous utilisons la représentation des
surfaces par des svites de Laplace d'un espace a cing dimensions
en liaison avec 'hyperquadrique Q de Klein représentant les
droites de l'espace (3).

L'EcoLr NorMALR SUPERIEURE, 1941, pp. 141-164). Voir ausst du méme auteur,
Sur {es surfaces dont les véglées asymplotiques d'un sysicme appartiennent & des
complexes linduires (C. R, 3 novembre 1954). M, . BorL les a également consi-
dérées dans son ouvrage Projektive 1iifferential-Geometrie (Goettingen, 1954).
Volir aussi nos notes : Alcunre osservazioni sulle congruenze IV (RENDICONTI DEL
SEmiNario D1 Torixo, 1933-31, pp. 39-18), Sur les surfaces dont les réglées
ganckes asympiotiques appartiennent & des compleves Iindaives (ABHANDLUNGEN
ATS DEM MATEMATISCHEN SEMINAR, Hamburg, 1955, pp. 17-63).

(1) Nulle congruenze veftilinee W di cui una od ambe le falde focali sono vigate
(ATrI DELLA R, Accapemia DI Torixo, 1913-14, pp. 257-269 ; OPeRE, vol. IT,
PR 119-129,

(2) . Fremnt et E. CrEcH, Gemnelria profeltiva-differenziale {loc. cit ), tome [,
p. 280, La démonstration de Fubini est analvtique, une démonstration géo-
métrigue a ¢té donnée par M. TurraciNt, Appendice IV au tome I1.

(*) Nous utilisons les notations et les résultats de notre exposé La Théorie des
Surfaces ef 'llspuce véglé., ACTUALITES SCIENT., N9 138 (laris, Hermaun, 193.4).
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Lucien Godeaux. —- Surjaces dont les réglécs gauches asynptoliqutes

1. Soit (x) une surface non réglée rapportée a ses asympto-
tiques #, v, dont les réglées gauches R, licux des tangentes aux
courbes v aux points d’une courbe #, apparticnnent a des com-
plexes linéaires. Désignons par U, V les points de 'hyperqua-
drique Q de Klein représentant les tangentes aux courbes u, v ¢n
un point x de (x). Ces points sont transformés de Laplace 1'un
de l'autre et déterminent unc suite de Laplace L,

oy U UL GV VL Vo (1)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des #, autopolaire par rapport &  en ce sens que le point U,
est le pdéle de 'hyperplan V,_,V, |V, V.V, ., ¢t V, celul de
I'hyperplan U,_,U, U, U, Uie.

Une réglée R, est représentée par une courbe # tracée sur la
surface (V). Par hypothése cette courbe doit appartenir a un
hyperplan. En d’autres termes, I'hyperplan osculateur a une
courbe # en un point V de cette courbe doit rester fixe lorsque #
varie. Or, cet hyperplan est déterminé par les points VV,V,V, V',
et a pour pdle par rapport a Q le point U,. Ce point doit donc
rester fixe lorsque « varie et ne dépend par conséquent que de v.

Observons que U, dépend effectivement de », car s'il était
fixe, la surface (x) appartiendrait & une complexe lindaire, ce
gu1 est impossible.

Considérons une courbe # sur la surface(U,). Les tangentes
aux courbes v aux différents points de cette courbe forment un
cone dont le sommet est le point U,. La suite de Laplace L. s’arréte
donc au point U, en présentant le cas de Laplace.

Le point V, cst le pole de I'hyperplan U, UPUFTPUS oscu-
lateur a la courbe (U,) au point U, ; il ne dépend donc que de v.
La droite V,V, est la conjuguée par rapport a Q de l'espace
U, URURUS et ne dépend done que de . Elle est tangente a la
courbe (V,) et la suite de Laplace L se termine au point V4 en
présentant le cas de Goursat (V).

(1 M. I, Bomprant a démontré que si la suite de Laplace [ s’arréte au point U7,
en présentant le cas de Laplace, elle s'arréte au point V4, en présentant le cas
de Goursat., Voir son mémoire La Geometria delle superficie comsiderate nello
spazio vigalo (REND. DELLA R, Accap. pEI LINCEI 1¢ sem. 1926, pp. 395-100;
20 sem. 1920, pp. 202-267).
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d'un mode appartiennent a des complexes linéaires

La suite de Laplace L associée a une surface B se termine au point
Uy en présentant le cas de Laplace et an point V, en présentant le
cas de Goursat.

2. Rappelons maintenant quelques résultats que nous avons
obtenu sur les congruences W (1).

Supposons qu’une surface (x) soit une nappe focale d’'une con-
gruence W o (7). Avec nos notations habituelles, nous avons

U 4+ 26V =0, Vo { 27U = 0.
I a droite 7 est représentée par un point
J =AU —puV

de la droite UV et on peut choisir le rapport de proportionnalité
des coordonnées pour avoir

p® =26 A =0, A% 4 2au = 0.

Cela étant, considérons un espace linéaire a six dimensions Sg
contenant 'espace S, de la suite L. Désignons par 0 le point de
la pyramide de référence de 5S¢ opposé a Yespace S;, les autres
sommets de cette pyramide de référence étant ceux de la pyra-
mide de référence de 'espace 5;. Comme coordonnées projectives
homogeénes d’un point P’ de S, nous prendrons celles du point P,
projection de P’ a partir de 0 et une septieme quantité.

Considérons te point U’ dont les coordonnées sont celles de U
et u, et le point V' dont les coordonnées sont celles de V et A,
Nous avons

Umie L 26V =0, Vo4 25U =0
et les points U’, V' sont transformés de l.aplace I’'un de 'autre.
Ils appartiennent & une suite de Laplace 1/,
LU, UL U VLV LV (L")
dont la projection a partir de O sur S est la suite 1.
St 'on désigne par

o Jw s Ju LT Jens o h

(1) Voir notre travail du Colloque de Louvain cité plus haut (ne 2).
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Laucien Godeaux. -—— Surfaces dont les véglécs ganches asymplotiques

ou chaque point est le transformé du précédent dans le sens des #,
la suite de Laplace inscrite dans la suite L et déterminée par J,
on voit que le point J, est 'intersection des droites U, U, et
TwoiU, etle point J. , celle des droites V., V, et V,, V..

Supposons maintenant que la suite L se termine au point U,
en présentant le cas de Laplace et au point V,., en présentant
le cas de Goursat. Il en est de méme de la suite L.

Pour les points U, U, deux cas peuvent se présenter :
1) Les points U,, U, sont distincts. Alors le point J,., existe

et est 'intersection des droites U, U,» et U, 1,0 La suite 7 se ter-
mine au point J, . ; en présentant le cas de Laplace.

2) Le point U’, coincide avec le point U,,. Le point ], coincide
avec le point U, et la suite 7 se termine au point J, en présentant
le cas de Laplace.

Pour les points V,.,, V,_, deux cas peuvent également se
présenter :

1) Les points V,,,, V,, 5 sont distincts. Le point J_ ., appar-
tient a la droite V, ,V,., S'il est vanable avec 1, sur cette
droite, le point J_, ., existe et coincide avec V,.,. 5’1l est mdé-
pendant de u, la suite | se termine au point J_ .5,

2) Les points V,.,, V., coincident. Alors le point J_ .. coin-
cide avec V.

Dans tous les cas, la suite 7 se termine en présentant le cas de
Goursat soit au point J ), soit au pomnt J . 4.

3. Nous allons maintenant considérer une congruence W dont
la premiére nappe focale (x) est une surface B et la seconde nappe
focale (%) une surface A.

Rappelons que la suite de ILaplace L associée a la surface (%)
se termine au point U, en présentant le cas de Laplace et au point
V, en présentant le cas de Goursat. Les points de cette suite sont
U, T, ¥, ¥, Vo Vi

Il est d’abord ¢vident que les points fl, C', ne peuvent coin-
cider, car alors la suite J s¢ terminerait au point J, alors que le
point J, appartenant a la droite U,U, existe certainement. Ce

U, U, v, VvV, , V, V, A cette suite nous associons dans 54 la suite
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d'wn mode appartiecnnent & des complexes Linéaives

point J, appartient a la droite U,U,% et ne dépend que de v. 11
dolit done coincider avec le point U,

Les points Ay g et Ve 3 1le peuvent non plus coincider, car alors la
sunite ] se terminerait an point J_, = V,. Or, il doit exister un
point J , appartenant aladroite V,V,. Le pomnt J_,, quiappartient
aux droites V,V, et V,V, ne peut etle fixe sur cette derniere droite,
puisque VoV, dépend de #. Il en résulte que le point J , coincide
avec le point V, qui appartient donc a la drotte V,V,.

On voit que les points U, U’, coincident, de méme que les
points V,, V,.

4. Sur la droite UV, on a

et ensuite (1)

JI = ;"?1 ,L_Lli:; J 1 Z;‘ ;1 __)11 7 ‘]—2 :il "rz — XE 1

avec

w, =% aflog. B, A = A0 — A(log. d)©
X = MO - A (log. dR)0 Ay = A Xy (log. dk ka)t®

Pour que les pomts U, et U’, coincident, on doit avoir i, = Oet
pour que les points V, ot V7, coincident, on doit avoir Ay = 0,
c'est-a-dire des conditions supplémentaires imposées a la con-
gruence (7). On en conclut que st une congruence W a pouy nappe
focale unce surface A, la seconde nappe focale est en général une
surface B.

Suppoesons maintenant que nous nous donnions la surface

(x}, c’est-a-dire une surface B. Est-il possible de choisir la con-

gruence (j) de telle sorte que la surface (%) soit une surface A ?

51 nous parvenons a déterminer le point U, la question sera

réselue, car 'hyperplan polaire de U, est UVV,V,V, (qui coupe
UV au point J, qui est ainst déterminé.

(1Y Voir notre exposé cité plus haut (ne 3), p. 22,
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Lucien Godeaux. - Surfaces dont les véglées gauches asvimplotiques

Ic point U, ne dépend que de v ct la tangente en U, & la courbe
(U,) doit passer par U,, qui ne dépend ¢galement que de v. On
doit donc avoir

U, 4+ MU, = NU,,
ol M et N sont des fonctions de # choisies arbitrairement. On

obtient donc la courbe (—L—Tl) par des quadratures.

Une surface B étant donnée, 1l est possible de choisiy une con-
gruence W dont elle soil surface focale, la seconde nappe focale élant
une surface A.

1 x] e

Les conditions analytiques posées aux fonctions A, p fixant la
position du point J sur la droite UV sont les suivantes :
Posons

pr = — p(log b, e = " — py(log.bh )",
A = Al — Xlog a)lo, A, = A — Alllog ak)), ...,
Ay = AL - Ay(log ak ki)t

Les points U, et U, devant coincider, on doit avoir

iy (log bhy)ot = 0 (1)
et les points V, et V', devant également coincider, on doit avoir
A — A (log ak kaky)0 = 0. (2)

— 2K —



d'un mode apparticnnent a des complexes lincarres

L'équation (1) montre que p doit satisfaire 4 une équation
diftérentielle du second ordre, la variable ¢tant v. De I'équation (2)
on déduit que A doit satisfaire & une équation différentielle du
quatrieme ordre, la variable étant u (1).

6. Nous terminerons en construisant la suite de Laplace P
polaire de la suite 7 par rapport a I'hyperquadrique Q (2).

Le point P, intersection des droites UTU et VV est le pole de
I'hyperplan U,J,JJ] .,J » qui représente le complexe linéaire
osculateur a la congruence () le long de la droite 7.

[.e point P, interscction des droites VV et V, V', est le pole de
I'hyperplan U2'U,J,JJ ,. Le point P, intersection des droites
V.V, et VoV, est le pdle de Phyperplan U2UQU,J,J. Enfin le
point P, intersection des droites \'2\—'2 et \'3{:3, pole de I'hyperplan
UPUPUNU,J, appartient & la droite V,V,. Lorsque u varie, le
point PP; décrit cette droite et le point P, pdle de 'hyperplan
USPUPURPURU, coincide avee V.

Le point P_, intersection des droites UT et U,U,, est le pole
de I'hyperplan J;]JJ..J-.] s

Dans la suite de Laplace 7 4 laquelle appartiennent les points
P, P, P,, P, P, chaque point est le transformé du précédent
dans le sens des #. le point P , est le transformé de P | dans
le sens des v ct doit se trouver sur la droite U, U,. Observons que
lorsque « varie, le point U, reste fixe, donc la suite de Laplace P
s'arréte au point U, en présentant le cas de Laplace ct P, coin-
cide avec le point E:l

La suite U,P_,PP,P,P,P, polaire de la suite ] par rapport a
I'hyperquadrique QO s'arréte au point -Gl en présentant le cas de
Laplace et au point P, en présentant le cas de Goursat.

Liege, le 22 mars 1963,

(1) Dans une note Surfuces dont les véglées gauches asymplotigues apparviiennent
& des complexes {indaires (BULLETIN DE L' ACAaD. Rov. DE BELGIQUE, 1938, pp. 312-
320}, nous avions attaqué la question qui fait 'objet de cette nouvelle note
par voie analytique. Notre conclusion était inexacte.

{#} Voirnos notes Surla Thiorie des congruences W {(BULLutTIN DE L ACAD, ROY.
DE BELGIQUE, 1951, pp. 1028-1037), Sulle congruenze W (RENDICONTI DT MaTe-
MATICA B DELLE SUE APPLICAZIONI, 1456, pp. 3-13).
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