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COMMUNICATION D'UN MEMBRE

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Remarques sur les congruences W,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — En partant du fait que le point qui représente sur

l'hyperquadrique de Klein une droite engendrant une congruence W
décrit un réseau conjugué aux congruences engendrées par les droites

représentant les faisceaux de tangentes aux nappes focales, on établit
par une voie géométrique différentes propriétés des congruences W.

On sait qu'à un point d'une surface, on peut attacher une suite

de quadriques dont la première est la quadrique de Lie. A chacune

des nappes focales d'une congruence W est donc attachée une

suite de quadriques. D'autre part, à la congruence W est égale¬

ment attachée une suite de quadriques. L'objet de cette note est

d'établir, par une voie géométrique, les relations entre ces trois

suites de quadriques. Nous retrouvons ainsi un certain nombre

de propriétés établies analytiquement dans des notes antérieu¬

res (1) et nous en ajoutons quelques nouvelles.

(x) Sur quelques familles de quadriques attachées aux -points d'une surface (An¬

nales de la Société Polonaise de Mathématique, 1928, pp. 213-226), Sur les

groupes de trois congruences W ayant une nappe focale commune (Bulletin de
l'Acad. roy. de Belgique, 1930, pp. 983-988), Note sur les congruences W

(Idem., 1932, pp. 662-671), Sur une suite de quadriques associées à une congruence

W (American Journal of Mathematics, 1947, pp. 490-493), Alcuni osser¬

vazioni sulle congruenze W (Rendiconti del Seminario Matematico della
Università di Torino, 1953-54, pp. 39-46), Una famigla di quadriche assosciata

ad una congruneze W (Bollettino dell, Unione Matematica Italiana,
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1. Soit (ƒ) une congruence W engendrée par une droite j.
Désignons par (x) et (x) les nappes focales de la congruence (j)
et par u, v les asymptotiques de ces surfaces.

En désignant par U, V les points de la quadrique Q de Klein
représentant les tangentes aux asymptotiques u, v en un point x
de la surface (x) et par U, V les droites analogues en un point x
de (x), on a, dans S5 deux suites de Laplace

...,UW ..... UU.V.V, ..... Vn, (L)

...,Ün, (L)

où chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u.

Les droites UV, UV se rencontrent en un point J image de
la droite ƒ et ce point décrit un réseau conjugué aux congruences
(UV), (UV) (Darboux). Le point J appartient à une suite de
Laplace

•••> Jn> •••> Jl> J> J— 1> •••> J—n> ••• Ç$)

inscrite dans les suites (L), (L). D'une manière précise, le point
Jn appartient aux droites et ÜU«, le point J_„ aux
droites VV, Vn-jVn. Dans la suite f, chaque point est le
transformé du précédent dans le sens des u.

2. Le complexe linéaire oscillateur à la congruence (ƒ) le long
de la droite ƒ est représenté par l'hyperplan JaJiJJ-iJ-2 Nous
allons construire le pôle de cet hyperplan.

Les hyperplans polaires des points U, U sont UiUVViVa,

1956, pp. 137-140), Sur quatre suites de Laplace associées à une congruence W
(Bulletin de l'Acad. roy. de Belgique, 1954, pp. 880-885), Sur une congruen¬
ce W particulière (Idem., 1954, pp. 983-989), Sur la théorie des congruences W
(Idem., 1954, pp. 1026-1037, 1955, pp. 343-345, 1956, pp. 240-244), Sulle con¬

gruenze W (Rendiconti di matematica e delle sue applicazioni, 1956,
pp. 36-45), Congruneze W e trasformazioni di Guichard (Rendiconti del
Seminario Matematico di Messina, 1957, pp. 1-12), Familles de quadriques
attachées à des congruences W (Revue de Mathématiques pures et appliquées
de Bucarest, 1956, pp. 93-97), Une propriété caractéristique des congruences W
(Bulletin des Sciences Mathématiques, 1960, pp. 41-46), Sur les suites de
Laplace et les congruences W (Archiv der Mathematik, 1960, pp. 72-76). Voir
aussi notre exposé sur La Théorie des Surfaces et l'Espace réglé. Actualités scien¬
tifiques, N° 138 (Paris, Hermann, 1934).
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UiUVVjVa. Ils ont en commun l'espace à trois dimensions
JiJJ-iJ-2 De même, les hyperplans polaires des points V, V
ont en commun l'espace à trois dimensions JaJiJJ-i. L'hyperplan
polaire du point commun aux droites UU et VV contient ces

deux espaces et coïncide donc avec l'hyperplan représentant le
complexe linéaire oscillateur en j à (ƒ). Le pôle P de cet hyperplan
est donc le point commun aux droites UU, VV. Il décrit un ré¬

seau (u , v).

Les hyperplans polaires des points Ux, Ux sont UVVXV2V 3)

UVVxVaV3 ; ils ont en commun l'espace à trois dimensions
JJ-J-2.J-3 11 en résulte que le pôle de Fhyperplan JJJ-J-J-s
est le point Pa commun aux droites UU et U. On passe de
l'hyperplan JJJJ-J-, à l'hyperplan en effectuant
une transformation de Laplace dans le sens des u, donc Px est le
transformé de Laplace de P dans le sens des v.

De même, le transformé de Laplace P_x de P dans le sens des u
est l'intersection des droites VV, VjVj ; c'est le pôle de l'hyper¬
plan JaJJiJJ-i

Désignons par PM le point d'intersection des droites UB_1UW_1,

U„Û„ et par P_n le point d'intersection des droites VV, V„Vn.
Le point P„ est le pôle de l'hyperplan J_n+ J_n+ J_nJ_n_J_n_a
et P_n celui de l'hyperplan J« J»-iJ«J»+iJ*+2 Ces points appar¬
tiennent à une suite de Laplace

..., Pn, ..., Plf P, P-i, P_n, ... (f)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des u.

Les suites $) et (f) sont polaires l'une de l'autre par rapport à

Q.

3. Désignons par Wx, W2 les points d'intersection de Q avec
la droite U et par W1; W2 les points d'intersection de Q avec
la droite Ü. Ces points sont les images des directrices de

Wilczynski respectivement des surfaces (x), (x).
Soient en outre G1} G2 les points d'intersection de Q avec la

droite JJ-j.

L'espace à trois dimensions UjUVVj coupe Q suivant deux
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plans UVWi, UVWa représentant l'un la gerbe de sommet x
et l'autre le plan réglé $ tangent à la surface (x) en x. De même,
l'espace UjUVVj coupe Q suivant deux plans UVWX ; UVW2.

Supposons, pour fixer les idées, que le plan UVWj représente la
gerbe de sommet x et que le point Gx appartienne à ce plan. La
droite gx, homologue de G1} passe par x. Le point Cx appartient
à l'un des plans UVWi ; UVW2. Ce ne peut être au plan représen¬
tant la gerbe de sommet x, car la droite gx coïnciderait avec j,
ce qui est absurde. Le point G± appartient donc au plan représen¬
tant le plan réglé f , tangent à (x) en x.

Le point Ga appartient au plan UVWa représentant le plan
réglé I et à celui des plans UVWj, UVW2 représentant la gerbe de
sommet x.

Les deux droites glt g2 passent donc l'une par le point x et
l'autre par le point x. La première appartient au plan tangent f
à {x) en x et la seconde au plan tangent | à (x) en x.

4. Considérons les plans J„Jw+iJn+a et P_„P_W_1PW_2. Ils sont
conjugués par rapport à Q et les sections de cette hyperquadrique
par ces plans représentent les génératrices rectilignes des deux
modes d'une quadrique Wn.

On peut supposer n positif ou négatif. Nous désignerons en
particulier par la quadrique correspondant aux plans JJiJ2
et PP-jP-g, par !fl0 celle qui correspond aux plans JJ_XJ_2
et PPiP2, enfin par W celle qui correspond aux plans JiJJ-x,
PjPP-!. On obtient ainsi une suite de quadriques

in xif w m XLf
"•> * n> •"> 0> > — 0' •••> ~n>

Les suites et f étant polaires l'une de l'autre par rapport à Q,
deux quadriques consécutives de la suite se touchent en quatre
points (en général distincts) qui sont caractéristiques pour les
deux quadriques (1).

La quadrique W est dégénérée. Le plan PiPP-! coïncide en
effet avec le plan UVUV et coupe Q suivant les droites UV, UV.
La quadrique W est donc formée des plans focaux f de la

(!) Voir notre note Sur l'enveloppe de certaines suites de quadriques (Bulletin
de l'Acad. roy. de Belgique, 1962, pp. 1250-1252).
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droite j et le plan PjPP-j représente les deux faisceaux de rayons
{x, £), (x, Ç). Le plan JJJ-i coupe Q quivant les droites JG JG2
et représente donc les faisceaux de rayons (x, £), (x, f).

Considérons maintenant la quadrique !f0. Le plan JJxJ2
touche Q au point J et le plan PP_1P_2 contient les points V, V.
Il en résulte que les quatre points de contact des quadriques V,
W0 se réduisent à deux, les points x, x comptés chacun deux fois.
La quadrique W0 touche les surfaces (x), {x) aux points x, x.

De même, la quadrique W-0 touche les surfaces {x), (x) aux
points x, x et touche la quadrique WQ en ces points, mais elles ne
se raccordent pas suivant lg. droite j.

Les quadriques W0, Wx se touchent en quatre points sommets
d'un quadrilatère gauche dont les arêtes sont représentées par
les intersections avec Q des droites JiJa et P_1P_2. De même,
les quadriques W~x se touchent en quatre points.

5. Soient Wn-lt Wn deux quadriques consécutives (n > 1 ou
n < 0). Désignons par C', C" les points de rencontre de JnJn+1
avec Q, par D', D" ceux de la droite P-JP-.

Soit r la droite intersection des espaces à trois dimensions
J«— 1JwJn+iJw+2 et P_w+1P_nP_n_1P_ra_2. Ces espaces sont respecti¬
vement conjugués par rapport à Q des droites P_?tP_„t, Jn]n+1,
donc la droite r est la conjuguée de l'espace à trois dimensions
P '= J»J»+lP— »P— n— 1*

L'homographie harmonique H ayant pour axes la droite r et
l'espace p transforme Q en elle-même, donc les plans tangents
en C' , C", D', D" respectivement aux surfaces (C'), (C"), (D'),
(D") passent par r.

Les tangentes aux courbes u en C', C" tracées sur les surfaces
(C'), (C") sont situées dans le plan JM-iJnJ„+i qui ne peut passer
par r et coupe donc cette droite en un point A. Ces tangentes
rencontrent donc r en un même point A. De même, les tangentes
aux courbes v en C', C" appartiennent au plan JnJn+iJn+2 qui ne
peut passer par r et se coupent donc en un point B de cette droite.

Pour la même raison, les tangentes aux courbes u en D', D"
se coupent en un point A' de r et les tangentes aux courbes v

en ces points se coupent en un point B' de r.
Soient c', c", d', d " les droites représentées par les points C', C",
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D', D". Ces droites forment un quadrilatère gauche dont les
sommets sont caractéristiques pour les quadriques Wn-X, Wn.

Supposons que les asymptotiques des surfaces {c'd'), (c'd "),
(c"d'), (c"d ") soient les courbes u, v. Alors les droites c' , c", d', d"
décrivent des congruences W et les points C', C", D', D" des
réseaux (u, v). Le réseau (C') par exemple est conjugué aux con¬

gruences (JJn+1), (C'D'), (C'D").
Si R1} R2 sont les points de rencontre de r avec Q, ces points

représentent les diagonales du quadrilatère gauche forma par les
droites c', c", d' , d". Les droites RiC, RjC", ..., R2D" appartien¬
nent à Fhyperquadrique Q.

Désignons par t'u, t"u les tangentes aux courbes u en C', C" et
par t'v, fv les tangentes aux courbes v aux mêmes points. Lorsque
v varie, t'u et t"u décrivent des développables dont les plans tan¬
gents sont t'Jl et t'ut"v, qui passent par r , donc la tangentes à la
courbe v en A est la droite r. On démontre de même que lorsque u
varie, la tangente à la courbe u en B est la droite r. Il en résulte
que les points A, B sont transformés de Laplace l'un de l'autre.

En reprenant le même raisonnement en partant des points D',
D", on voit que la tangente à la courbe v en A' est la droite r
et que la tangente à la courbe u en B' est également la droite r.
Les points A' et B' sont donc également transformés de Laplace
l'un de l'autre. Il en résulte que les points A et A' d'une part et
les points B, B' d'autre part, doivent coïncider.

Nous avons déjà fait antérieurement ce raisonnement lorsque
les suites de Laplace f et coïncident (x).

Inversement, supposons que A' coïncide avec A et B' avec B,
ce dernier point étant le transformé de Laplace de A dans le
sens des v et A celui de B dans le sens des u. Les droites t'u ou t'v

décrivent des développables lorsque v ou u varie et le point C
décrit un réseau {u, y). Il en est de même des points C", D',
D" et les droites c', c", d', d" décrivent des congruences W.

Les points A, B appartiennent à une suite de Laplace inscrite
dans le polyèdre de Laplace lieu des plans déterminés par trois

(x) Sur l'enveloppe des quadriques attachées en un point d'une surface (Deu¬
xième Colloque de Géométrie différentielle, tenu à Liège en 1961 ; Lou¬
vain, Librairie Universitaire et Paris, Gauthier-Villars, 1962, pp. 151-159).
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points consécutifs de la suite f et au polyèdre analogue attaché
à la suite

De plus, les points C', C" appartiennent à deux suites de
Laplace inscrites dans la suite f et les points D', D" à deux suites
de Laplace inscrites dans la suite f.

6. A chaque point d'une surface (x) nous avons attaché une
suite de quadriques dont la première est la quadrique de Lie,
deux quadriques consécutives de la suite se touchant en quatre
points caractéristiques pour les deux quadriques (x).

Soit

0, 0n, ..., 0U, ...

la suite de quadriques attachée à la surface (x). Rappelons que
les systèmes de génératrices rectilignes de la quadrique 0n sont
représentés par les coniques sections de Q par les plans UnUn+1

Un+2, V„Vn+1V„+2, conjugués par rapport à Q.
Soit

0 0, 0

la suite de quadriques attachée à la surface {x).
Soient H' l'homographie harmonique ayant comme axes les

plans UB_xUnUn+1 et Vn-iVnVw+i, et H' celle qui a comme axes

les plans Uf,_lÜBUll+1# VVV. Elles transforment Q en elle
même.

Les plans ont en commun la droite
J«Jw+i qui coupe Q en deux points C', C" et les plans VM_1VnVn+1,

Vw_1VnVn+1 ont en commun la droite J-jJ-«-! qui coupe Q en

deux points C', C". Les quadriques 0n-lt 0n-1 ont en commun un
quadrilatère gauche dont les côtés c', c", c', c" sont représentés

par les points C', C", C\ C".
L'homographie H' représente la polarité par rapport à la qua¬

drique 0n-x et H' la polarité par rapport à la quadrique 0n~v
Le produit K = H' H' = H'H' représente le produit de ces pola¬
rités, c'est-à-dire l'homographie harmonique ayant pour axes les
diagonales du quadrilatère gauche.

(1) Sur les lignes asymptotiques d'une surface et l'espace réglé (Bulletin de
l'Acad. roy. de Belgique, 1927, pp. 812-826 ; 1928, pp. 31-41).
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Sur la droite C' C', les homographies H' et H' déterminent la
même involution, par conséquent les points de cette droite sont
tous unis pour K. Il en est de même des points des droites C'C",
C "C', C"C" et l'espace à trois dimensions J„Jn+iJ-nJ-„-i est un
axe de l'homographie K. Le second axe de K est la droite polaire
de l'espace précédent par rapport à Q. Cette droite passe par
les points représentant les diagonales du quadrilatère gauche
c'cc'c".

Nous avons appelé D', D" les points d'intersection de Q avec
la droite P_nP_M_!. Appelons D', D" les points d'intersection de Q
avec la droite P„Pn+1. A ces quatre points correspondent les
droites d', d", d', d",

Les quadriques 0n-i 0n+1 contiennent les droites c', c c', c " .

Les quadriques Wn-V Wn contiennent les droites c', c",d',d".
Les quadriques W-n+x, W-n contiennent les droites c', c", d', d".

7. A la quadrique Wn sont associés les plans J„Jn+1Jn+2 et
P_nP_n_1P_n_2. Observons que ce dernier plan contient les points
Vw, V„, V„+i, VM+1, dans les droites V„Vn+1, V„V„+i. Désignons
par M', M" les points de rencontre de Q avec la droite V„Vn+i,
par M', M" ceux de la droite VnVn+1, par m', m", m', m" les
droites qui leur correspondent. Ces quatre droites appartiennent
à W„, les deux premières aux quadriques &n~v les deux
dernières aux quadriques 0n-lf 0n.

L'intersection des quadriques <&n-i et se compose des
quadre droites c', c m', m". Celles des quadriques &n-x et ï7 des
quatre droites c', c", m', m" . Les droites qui correspondent aux
points d'intersection de la droite Jn+1J„+2 avec Q appartiennent
à l'intersection des quadriques &n et <Pn avec !fn.

De même, si l'on désigne par n' , n" les droites qui correspon¬
dent aux points d'intersection de Q avec la droite UnUn+1 et par
fi', n" celles qui correspondent aux points d'intersection de la
droite U„Un+l avec Q, on voit que l'intersection des quadriques

y/_n se compose des droites d', d", n', n" et que l'inter¬
section des quadriques et W-n se compose des droites d' , d" ,

n', n".

Liège, le 11 février 1963.
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