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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Une surface canonique de I’espace a six dimensions,
par Luciey GODEAUXN,

AMembre d2 1"Académie.

Réswmé. — Construction d’une surface d’ordre 32 dans un espace
Iinéaire a six dimensions dont les sections hyperplanes constituent
le systéme canoniquec.

On sait que 'intersection compléte de quatre hyperquadriques
dans un espace linéaire a six dimensions est unc surface canonigue,
c’est-a-dire une surface dont les courbes canoniques sont les scec-
tions hyperplanes. Dans cette note, nous construisons une autre
surface possédant la méme propriété. Cette surface est d’ailleurs
un cas particulier d’'une surface que nous avons construite récems-
ment mails qui n’est une surface canonique que dans lc cas envi-
sagé actucllement ().

Considérons dans un cspace lindaire 5y a neuf dimensions deux
plans o,, o3 et un espace a trois dimensions ¢, ne se rencontrant
pas deux a deux, une conique v dans o,, une conique y’ dans oy
et unc quadrique QO dans g,. Les plans s’appuyant en un point
sur y, ¢’ et Q forment une variété Vi d’ordre huit. Considérons en
outre une hypersurface du quatriéme ordre Vi passant deux fois
par Ia réglée lieu des droites s’appuyant sur les coniques y, v'. La
section de I'intersection des variétés Vi Vi par un espace lindaire
a six dimensions est une surface canonique d’ordre 32, possédant
quatre points quadruples coplanaires.

Nous obtenons cette surface commne image d’une invelution
cyclique du quatrieme ordre, privée de points unis, appartenant
a la surface interscction complete de cing hyperquadriques dans
un espace linéaire 4 sept dimensions. Il en résulte que I'hyper-
surface Vj est une variété particuliere.

(1} Suw la construction de ceviaines surfaces algébrigues (BULLETIN DE L ACA-
DEMIE ROYALE D BELGIQUE, THG2Z, pp. 116-150)
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Lucten Godeaux

1. Considérons dans un espace linéaire 5; a sept dimensions
I'homographie H de période quatre

Xog X, Xy -Xg 1Xg 11Xz -iXg —ix.,.")

Xo Xo Xy Xg Xy X X Xy

f

ag(¥o, X1) + Bal¥2, ¥3) + via ; X, Xq) == 0,

) ( l
ag(Xq, %)+ BalXa, xq) - pixy, %55 %, %) = O, (1)
az(xg, X1) 4 Balia, x5) 4 milxy, %55 g, %) = 0, l
wol¥ g, X)) T+ el x) + x1 %o, ¥y ¥y, ) = O, @)
olX 4, %3) (% : =

o

Oll @y, g, G2, -, P2 For G2, Pa, P, sont des formes algébriques du
sccond degré ¢t v,1, ¥, Y11 X110 x11 des formes bilindaires.

La surface F est d'ordre 32 ; elle est transformée en soi par
I’homographie H et celle-ci détermine sur la surface une involu-
tion I du quatrieme ordre.

En appelant 0, Ic point dont toutes les coordonnées sont nulles
sauf x;, on voit que les quatre axes ponctuels de homographie H
sont les droites 0,0,, 0,05, 0,05, 0,0..

L’homographie

( xo x] Xq J‘CS —,’b',; _x: “xs "A"’:}

H? — : )

est involutive et détermine sur F une involution d’ordre deux ;
elle a pour axes ponctuels les espaces a trois dimensions 0,0,0,0,,
0,0,04,. La surfacc F ne rencontre pas ces espaces et par consé-
quent l'involution engendrée sur 17 par H? est privée de points
unis. Par suite, il en est de méme de l'involution I.

2. Le systéme canonique |C| de IF est découpé par les hyper-
quadriques. Les hyperquadriques de 5, linéairement indépen-
dantes sont au nombre de 36, par suite, puisque la surface I7
appartient a cinqg de ces hyperquadriques, le genre arithmétique
de cette surface cst $, = 31. Son genre lindaire est p1) = 129.
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Une surface canonique de l'espace a six dimensions

Soit F' une image de I'involution I. Entre les genres arithméti-
ques p, = 31 de I’ et p, de F’ nous avons la relation

pat 1 =4+ 1),
d'olt p; == 7.

Entre les genres linéaires ) = 129 de F et 'Y de F’, nous
avons la relation

dolr p'@ = 33,

Les hyperquadriques de S; transformées en elles-mémes par H
forment quatre systémes lincéaires caractérisés par le fait que la
substitution H sur leurs équations reproduit celles-ci multi-
plides respectivement par 1, -1, ¢, -z. Les deux premiers systémes
ont la dimension ncuf et les deux derniers la dimension sept. Si
I'on tient compte du fait que les hyperquadriques (1) appartien-
nent au premier systeme, les hyperquadriques de celui-ci décou-
pent sur F un systéme linéaire | C, | de dimensions six. Les hyper-
quadriques (2) appartiennent au second systéme, donc celui-ci
découpe sur F un systéme | C; | de dimension sept. Les deux der-
niers systémes découpent sur I des systémes de courbes | C,
| C; | de dimension sept également.

Le systéme canonique | C | de F contient donc quatre systémes
lindaires particls | Co |, | Cy |, | Cs |, | Cs | appartenant a 'involu-
tien I. Nous avons démontré que celul de ces systémes qui corres-
pond au systéme canonique | C’ | de F’ est le systéme de dimen-
sion minimum, ¢’est-a-dire actuellement | C, |.

Observons que les hyperquadriques du premier systéme passent
par les droites 0,0, 040,.

¥

3. Pour obtenir les équations de la surface F’, nous devons
rapporter projectivement les courbes C aux hyperplans d’'un
espace Sg a six dimensions.

Posons
pXy = s, (j, k=0, Louj, k=23),

4, 5,k =06, 7),

pXj = XX, (7

-

(7]
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et interprétons les X comme les coordonnées d'un espace Sy &
neuf dimensions,

Nous avons

XpoXy — X§ = 0, (3)
Xzzxss - Xg‘s = ), (4)
X46X57 - X47X56 - 0, (5)
Dans le plan o, d’équations X,, = X,, = ... = X,, =0, I'é-

quation (3) représente une conique y.

Dans le plan o', d’équations X o = Xy = X1, =0, Xy —
Xy = X = X, = 0, Uéquations (4) représente une conique y’.

Dans Pespace a trois dimensions o, d’équations X, = X4 =
. = X,3 = 0, I'équation (5) représente une quadrique Q.

Dans Pespace Sy, 'équation (3) représente le cdne projetant y de
I'espace a six dimensions déterminé par o, o5 L'équation (4)
représente le céne projetant ¢’ de 'espace a six dimensions con-
tenant o, et o, Enfin 'éguation () représente le céne projetant
la quadrique Q de l'espace a cinq dimensions contenant les plans
o, o3 Les trois équations simultanées représentent la variété
Vi lieu des plans s’appuyant en un point sur y, en un point sur y’
et en un point sur Q. Cette variété est d’ordre huit, V§, et passe
quatre fois par y, y' et Q.

Les points de la variété Vi représentent les groupes de quatre
points de I'involution ] engendrée par 1'homographie H dans
I'espace S, par conséquent un point de V§ correspond a cc?! grou-
pes de J.

Considérons un point P, sur 0,0,, un point P, sur 0,0;, un point
P, sur 0,0, et enfin un point P, sur 0,0,. A ces quatre points corres-
pondent un point P, sur y, un point P; sur 9’ et un point P’ sur
Q. Aux oc?® groupes de ] situés dans le tétraedre P,P,P,P; corres-
pondent les points du plan PyP;P’. Projetons le tétraédre P,P,
P.P, sur 0,0,0,0, le plan P,P;P’ devient le plan 0440,,0,. Les
hyperquadriques du premier systéme considéré plus haut don-
nent, dans le tétraedre 0,0,0,0, les quadriques

Ag¥e 4+ Ay + Apxgxg = 0,
qui touchent en 0,, O respectivement les plans 0,0,0, et 0,0,04.
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Une surface canonigue de 'espace a six dimensions

A un point Y, Yoo Yy du plan 0440,,04 correspondent les
groupes de J situés sur les quadriques

42
¥y

=
=]
3

take

Y 0-(; Yoo Y 46

Ces quadriques ont en commun deux coniques passant par
04, Ug, unies par H? et transformées 'une dans 'autre par H. Les
ocl groupes de J situés sur ces coniques correspondent au point
Yoo Yoo, Yy

On peut voir qu’a un groupe de l'involution I correspond un
seul point de IF* et inversement. Cela résultera d’ailleurs & poste-
rior: de la comparaison des ordres des surfaces I et 7.

4. La surface I'" appartient 4 la variété Vi et aux trois hyper-
plans &, &', €7 de S qui correspondent aux hyperquadriques (1).
Ces trois hyperplans ont en commun un espace 5S4 a six dimensions
dans lequel F’ est une surface normale.

Considérons maintenant les hyperquadriques (2). En posant
Xy = AyXg, g 5= Ag¥a, Xy == ¥, X, = vX,, Ol a

xigoll, )y + xgha(l, v) -+ xe¥axnn(L Ay 5 1, A) =0,
xyoo(l, w) 4= 281, v) + xexaxn(l, Az 5 1, A =0,

d’ou1
pia? — (1 v Xl A 1 Ag) |
do(A, v) (1 A 1L Ag)
pixd — xu(l A LA ga(l )
Cxad(L Ags 1 AY) w1, w)
A 5%92(31: p) o (L, v |
wa(l, p) (1, v)o
On en déduit
Hale, X} xnlFe, X1l Xeo %) l . I X1 92| 19 e
|dale, %) xno X5 Fe %) xu ®a| ‘ o

et par suite
'7[’2X;1 - ‘/’;Xu = Xn@é - Xilcpz = (Pz‘r[‘; - CP;'rbz-
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Enfin, on a

(¢’2X;1 - HbéXn) (Xu‘P; - Xil(pz) = (@29{’; — ?éﬂbz)z,

que nous écrirons

XuXil(‘;bz(Pé —+ ‘nl’éﬂoz) — X?l‘?é':l‘é - Xﬁ@%’-’& = (@291'; - ‘Pé‘pﬂz-

Observons que l'on a

@alxy, x5) ha{xg, %) ":Dz(X«ie, X 47 Xs6r X57)»
(

r?;(x;,, X5) %t'; Xg, Xg) == gp;(Xm: X 17> Xs6» X57)»

oy, %5) 1/13 Xg, Xq 1}?2(;{46, X a7 Xs6» X57),

( ) =
’?;(xa, x5) Yra(xg, x7) = lpé(Xqﬁ» X147 Xa6» X51)s

X%l(x{)s Ay 5 Xg, xs) = '@11(}(0{), Xo1» X11 > X220 X223, X33),
&

g , _ ! .
X1{%o, Xy : Xy, Xg) = 11(X00: Xo1r X113 Xe2s Xom X3a)

X11 X{1 = @:1()(00; Xo1 X125 X220 X138 X33)-

On en conclut que la surface 1" appartient a I’hypersurface du
quatrieme ordre

(’:P’2 - 1}:{2)2 ('1172 -+ 1}.,2-)@;1 + @2@;1 + @é@n = 0. (6)

L’hypersurface (6) ne passe pas par Q mais passe trots fois par
les plans o,, o, des coniques vy, ¥'. Il en résulte qu’elle contient
I’espace o, déterminé par ces deux plans. Elle passe précisément
deux fois par cet espace comme on le voit aisément en considé-
rant les intersections de I'bypersurface avec une droite passant
par un point de ’espace oy,

5. Comme on 'a vu, la surface F' se trouve dans 'espace 5
intersection des hyperplans €, £, £¢" de S, Nous supposerons ici
que ces hyperplans se trouvent dans la situation la plus générale
possible. Dans ces conditions, 'espace 5; ne rencontre pas les
plans o,, o, et rencontre 'espace o, en un point qui ne peut ap-
partenir 4 ¥’ puisqu’il n’apparticent pas & 'hypersurface (6). L’es-
pace S; rencontre la variété V§ suivant une variété V3.

L’espace S coupe 'espace o, suivant un plan 7, et 'hypersur-
face (6) suivant une variété Vi ayant le plan double 7.

— 391 —



Une surface canonique de [l'espace a six dimensions

Cherchons quelle est I'intersection du plan 7, avec la variété
Vi Observons que l'espace oy est le sommet du céne quadrati-
que (5) et est donc double pour ce cdne. L'espace o4 contient les
droites joignant les points des coniques vy, y’. Ces droites forment
une réglée d’ordre quatre Vi qui, comptée deux fois, forme 1'in-
tersection de oy et de V3. Cette réglée rencontre un plan de o; et
en particulier le plan =, en quatre points A, A,, A;, A,.

La surface F' est 'intersection des variétés V3 et V3, c’est-a-
dire unc surface d’ordre 32. lLes points A;, A,, A,, A, sont dou-
bles pour les deux variétés donc ils sont quadruples pour la sur-
face T,

Ainst donc, {a surface canonique F' est d’ovdre 32 et posséde qua-
tre points quadruples coplanaires.

On observera que le systéme canonique |C | de ¥ a le degré
4.32, donc le systeme canonique | C' [ de F' doit avoir le degré 32,
ce qui prouve qu’a un point de I’ correspond bien un seul groupe
de l'involution 1.

6. Les hyperplans
xl + t:\x(] — O

découpent sur I’ des courbes I}, appartenant a l'involution I. Il
leur correspond sur F’ des courbes I'"| découpdes par les espaces a
quatre dimensions

Xor 1+ AXge = 0, Xyqp 4+ AXy = 0.
Le long d'une courbe 17, il existe un hyperplan
AeXgo + 2AX g + Xy =0

touchant la surface I¥'. Celle-ct est donc 'enveloppe de ces hyper-
plans, ce qui résulte d’ailleurs de 1’équation (3).

De méme, Phyperplan
AsXps + 22X,5 + Xy =0
touche F’ le long d’une courbe I, appartenant & ’espace
Koz + AX, = 0, X5 + AX,3 =0
et qui correspond a la courbe I'y découpée sur F par 'hyperplan
Xy + Ax, = 0.
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Les hyperplans

découpent respectivement sur I' des courbes I';, I'y appartenant
a I'involution I. Il leur correspond sur ' des courbes appartenant
aux espaces a quatre dimensions

Xeg + AX =0, X5 + AX,;, =0,
X+ pXye =0, Xyg + pXg = 0.
Une courbe I et une courbe 7 appartiennent a 'hyperplan
w(Xge + AX ) + X + AX,, = 0.
On a donc
2y =2, =C", I+ 1y~ C.

Les sections hyperplanes de la surface I ont le genre 49, donc
les courbes Iy, I,, Iy, Iy sont de genre 13. Elles ont d’autre
part le degré huit.

Comme nous 1'avens remarqué dans notre note citée pius haut,
I’hypersurface (6) touche lespace X, o = X, = X = Xyp =
X,3 = X33 = 0 le long de son intersection avec ’hypersurface
(conique)

Y, _ @ — 0.

Actucllement, 'espace S; ne rencontrant cet espace qu’en un
point, la propriété ne donne pas licu 4 unc propriété analogue pour
la surface ¥’.

Observons encore que F’ étant I'image d’une involution d’ordre
quatre privée de points unis, son diviseur de Severi est ¢ = 4.

Liege, le 16 mars 1962,
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