
Bulletin de la Classe des sciences 

Une propriété des homographies cycliques hyper-spatiales 

Lucien Godeaux

Résumé
Étant donnée une homographie cyclique hyperspatiale de période impaire, on peut représenter l'involution qu'elle 
engendre par une variété V lieu d'un espace linéaire s'appuyant sur une variété de Veronese et sur un certain nombre de 
variétés de Segre. La variété V est la plus générale de son espèce. 

Citer ce document / Cite this document : 

Godeaux Lucien. Une propriété des homographies cycliques hyper-spatiales. In: Bulletin de la Classe des sciences, 

tome 48, 1962. pp. 384-388; 

doi : https://doi.org/10.3406/barb.1962.65478; 

https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1962_num_48_1_65478; 

Fichier pdf généré le 22/02/2024

https://www.persee.fr
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1962_num_48_1_65478
https://www.persee.fr/authority/622350
https://doi.org/10.3406/barb.1962.65478
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1962_num_48_1_65478


COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE

Une propriété des homographies cycliques hyper spatiales ,

par Lucien GODEAUX,

Membre de l'Académie.

Résumé. — Étant donnée une homographie cyclique hyperspatiale
de période impaire, on peut représenter l'involution qu'elle engendre
par une variété V lieu d'un espace linéaire s'appuyant sur une variété de
Veronese et sur un certain nombre de variétés de Segre. La variété V
est la plus générale de son espèce.

En cherchant à construire certaines surfaces images devolu¬
tions appartenant à une surface algébrique, nous avons rencontré
la propriété qui fait l'objet de cette note. Étant données dans un
espace linéaire une variété de Veronese et des variétés de Segre

appartenant à des espaces qui ne se rencontrent pas deux à deux,
la variété lieu des espaces linéaires s'appuyant en un point sur
chacune de ces variétés est l'image d'une involution engendrée
par une homographie périodique dans un espace linéaire.

Nous considérons dans un hyperespace de dimension suffisam¬

ment élevée une homographie H de période impaire j> — 2v + 1

possédant p axes ponctuels, et un système linéaire d'hyperqua
driques transformées en elles-mêmes par l'homographie. En rap¬

portant projectivement ces hyperquadriques aux hyperplans d'un
hyperespace, on obtient une variété V image de l'involution. Aux
axes ponctuels de l'homographie correspondent une variété de

Veronese et v variétés de Segre. La variété V est le lieu d'un espace

linéaire à v dimensions s'appuyant sur la variété de Veronese et
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sur les variétés de Segre. A un point de V correspondent œv, grou¬
pes de l'in volution engendrée par l'homographie H.

On pourrait obtenir une propriété analogue en partant d'une
homographie cyclique de période paire. Le procédé à utiliser est en
tout point analogue.

1. Considérons dans une espace linéaire Sr à r — r0 + rx -f ...
p — Ì dimensions, p = 2v -f 1 étant un nombre impair,

p espaces linéaires a0, ax, respectivement à rQ, r . . . , rp _ t
dimensions, ne se rencontrant pas deux à deux. Désignons par
xki = 0, 1, . rk) les coordonnées projectives homogènes des
points de l'espace ak de telle sorte que les r + 1 nombres As¬

soient les coordonnées projectives homogènes d'un point de Sr.
Considérons, dans Sr, l'homographie H de période p,

P%oi = xo i — 0, 1, ...,r0),

pxu = exu {i = 0, Ì,

px'ki = eh%ki {i = o, 1, ..., rk),

px'lt i =- i (* = 0, 1, ..., TVi),

€ étant une racine primitive d'ordre p de l'unité.
Les axes ponctuels de l'homographie H sont <r0, a1, ..., o-.
Il existe p systèmes linéaires d'hyperquadriques transformées

en elles-mêmes par H. Considérons l'un d'eux, d'équation

a2(00> -oi» •••> X0 r0) + al\{xi0> 11» "•> xlri
'>

Xp~l> 0» xp-l> 1> •••>xp-l> rv-V

+ ... + (xk0 , Xjtf, ..., Xkrk
> xk—k> 0' xp—k> rv j) "h •••

+ g.î (,xo> Xl> •••» xvrv > xv+l> 0» xv+i> rc+x) (-)

(k=i, 2, ...,),

où aa est une forme quadratique et a$, aj, ..., sont des
formes bilinéaires. Observons que ces hyperquadriques passent
par les axes o-!, cr2, ...,

Ce système a la dimension

P — ° + (yi + 1) (rp-i + !) + ••• +
(rv + 1) (Tv+1 + 1) — 1
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2. Rapportons projectivement les hyperquadriques (1) aux hy¬
perplans d'une espace Sp à p dimensions en posant

pX<°> = x0ix0j, (?, ƒ = 0, 1, r0),

A>Xg) = XuXt-!, i, (i = 0, 1, rx ; ƒ = 0, 1,

pXg> = (i + 0, 1, rk ; j = 0, 1, .... r9-k),

pXff = xvixv+1, i, {i = 0, i, ..., rv\ j = 0, 1, rv+1).

Nous désignerons par aó l'espace à p0 = j dimensions ob¬

tenu en annulant les coordonnées X des v dernières lignes (2), par
a'x l'espace à px = {rx -f 1) {rv-x + 1) — 1 dimensions obtenu en
annulant les X de la première ligne et des v — 1 dernières lignes
(2), par a'v l'espace à pv = (rv + 1) (rv+x + 1) — 1 dimen¬
sions obtenu en annulant les X des v premières lignes (2) .

Des équations (2) , on déduit

I
Xff

I
= 0, I Xg>

I
= 0.....

I
Xj}> I

= 0,
I
Xg>| = 0, (3)

les déterminants des premiers membres ayant la caractéristique
un.

Le premier groupe d'équations représente, dans l'espace a'0> la
variété de Veronese 0, de dimension r0, représentant les hyper¬
quadriques de l'espace a0. Cette variété est d'ordre 2V Dans
l'espace Sp, les mêmes équations représentent le cône projetant
0 de l'espace linéaire de dimension minimum contenant a'x> o,

t

Gv.

Dans l'espace crx, le second groupe d'équations (3) représente
la variété de Segre Qx image des couples de points des espaces
ax et crP-x. C'est une variété à rx -| rv_x dimensions, d'ordre
(f

j p Ì !

1 j— j—' . Dans l'espace Sp, les mêmes équations représentent
rx . rv—x .

le cône projetant Qx de l'espace de dimension minimum contenant
t ! t

Oo> * * * y

De même, dans les espaces a'2, a3, ..., a'v on obtient une variété
de Segre. On désignera par Qk celle qui appartient à l'espace a'k ;

sa dimension est égale à rk + rp-k et son ordre est ' .
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Dans l'espace S p, les équations (3) représentent une variété V à

*o + »1 + ••• + V 1 + " = r - V

dimensions, lieu des espaces linéaires à v dimensions déterminés
par v -J 1 points dont l'un est sur 0 et les autres un sur chacune
des variétés Qv Q2, Qv.

3. Soient P0 un point de ct0, Px un point de ax, P un
point de crp. Ces points déterminent un espace linéaire à
p — 1 dimensions transformé en soi par l'homographie H.

Au point P0 correspond sur 0 un point P'0, au couple de points
Pj, P correspond sur Qx un point P'x, au couple de points
P„, P„+1 correspond sur Qv un point P(,. Ces points PÓ, P(,
P déterminent un espace linéaire S{, à v dimensions qui appartient
à la variété V.

Dans l'espace Sr, l'homographie H détermine une involution I
d'ordre p représentée par la variété V. Aux co®-1 groupes de
l'involution I situés dans l'espace Sî)_1 correspondent les points
de l'espace S'v, donc à un point de celui-ci correspondent oo" grou¬
pes de I appartenant à l'espace S.

Appelons O00 le point de cr0 dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf la première x00, O10 le point de a1 dont toutes les coor¬

données sont nulles sauf la première x10, Op_10 le point de

cr3>_1 dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la première
xP-.10.

Considérons les hyperquadriques découpées sur par les
hyperquadriques (1) et projetons cet espace sur l'espace =
OooOio-.-Op-i, 0. Dans cet espace nous obtenons le système liné¬
aire d'hyperquadriques dont l'équation peut s'écrire

000 ~f~ ~f~ ••• H + ••• + Ao%io == 0. (4)

Ces hyperquadriques passent par les points O10, O20, Oj,_10.

chacune d'elles contient cop~2 groupes de l'involution I et par
conséquent v de ces hyperquadriques linéairement indépendantes
contiennent oo" groupes de I.

A l'espace Sv-1 correspond dans S p l'espace S° = 00$... Oj
dont les équations s'obtiennent en annulant tous les X sauf les
premiers de chaque ligne dans les équations (2) .

Considérons un point Y de S dont nous écrirons les coordonnées
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sous la forme Y0, Y1, Y®. Aux hyperplans de S0 passant par
ce point correspondent dans la variété d'équations

2
y" y y zy y

-*00 _ *10 *"p— 10 _ _ -*v0 A'V+IO

y 0 V\ yv

variété formée de oov groupes de l'in volution I.

4. Inversement, donnons-nous les équations (3) où les nombres
r0, rlt rv-x sont choisis arbitrairement. Elles représentent
une variété V lieu des espaces linéaires à v dimensions s'appuyant
en un point sur la variété de Veronese et sur les v variétés de Segre,
la plus générale possible. Elle est l'image d'une involution d'ordre
P — 2v -f 1 engendrée par une homographie cyclique d'ordre p
dans un espace linéaire.

Liège, le 6 mars 1962.
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