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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE PROJECTIVE

Une propriété des homographies cycliques hyperspatiales,

par Lrciey GODEAUX,

Alembre de I Acaddémic.

Résumé. -— Etant donnée une homographic cyclique hyperspatiale
de période impaire, on peut représenter I'involution qu'elle engendre
par une variété V lieu d'un espace linéaire s’appuyant sur une variéte de
Veronese et sur un certain nombre de variétés de Segre. La variéte V
est la plus générale de son espéce.

En cherchant a construire certaines surfaces images d’invoelu-
tions appartenant a une surface algébrique, nous avons rencontré
la propriété qui fait I'objet de cette note. Etant données dans un
espace linéaire une variété dc Veroncse ct des variétés de Segre
appartenant a des espaces qui ne se rencontrent pas deux a deux,
la variété lieu des espaces lindaires s’appuyant en un point sur
chacune de ces variétés est I'image d'une involution engendrée
par une homographie périodique dans un espace linéaire.

Nous considérons dans un hyperespace de dimension suffisam-
ment élevée une homographie H de période impaire = 2v + |
possédant p axes ponctuels, et un systeme linéaire d’hyperqua-
driques transformées en elles-mémes par 1’homographie. En rap-
portant projectivement ces hyperquadriques aux hyperplans d’un
hyperespace, on obtient une variét¢ V image de l'involution. Aux
axes ponctuels de 'homographie correspondent une variété de
Veronese et v variétés de Segre, La variété V est le lieu d’un espace
lindaire a v dimensions s’appuvant sur la variété de Veronese et
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sur les variétés de Segre. A un point de V correspondent oo*, grou-
pes de 'involution engendrée par I’homographie H.

On pourrait obtenir une propriété analogue en partant d’une
homographic cyclique de période paire. Le procédé & utiliser est en
tout point analogue.

1. Considérons dans une espace linéaire S, a» = v, + 7, + ...
+7p.1 4+ p — 1 dimensions, p — 2v + 1 étant un nombre impair,
f espaces linéaires o, o, ..., o, respectivementaryr, ....7,
dimensions, ne se rencontrant pas deux a deux. Désignons par
Yo (2 =0,1, ..., ;) les coordonnées projectives homogénes des
points de l'espace o, de telle sorte que les # + 1 nombres x,;
soicnt les coordonnées projectives homogénes d’un point de S,.

Considérons, dans S,, Uhomographic H de périade 4,

PXo; = Xy G =01,..7),
pXL; = €Xy; (1 =0, 1, ..., 7)),
pXy; = €%y, (2 =01, ... 7,
P;tf:)—'l_. i = ep_lxll—'], i ('3 - O: .l-s ey yp [)s

e étant une racine primitive d’ordre p de 'unité.
LLes axes ponctuels de ['homographie H sont oy, o4, ..., o, ;.
Il existe p systemes linéaires d’hyvperquadriques transformées
en elles-mémes par H. Considérons I'un d’eux, d’équation

- - 1 . . 4 .
az(xoﬂ, A‘ﬂl! ey lornj + ag_,)l(ﬁ'lo, JCll, aay ."Ul}.l y A,p 15 02 Xp_l, 1s ...,;tp..]_, ’-}J—'l)
& - - . -
“{‘ e + a%,)l (1‘.?.‘.(]5 "k‘kflj ey xk?‘,\_ H xk#?\'l Qr = 'x‘]_)—f\" rﬁ—k) —|_ 4
0l (o oo Kor Ko 1 0o Fegs reg) — 0. (1)

(=1, 2, ...,

1

oll a, est une forme quadratique et ajl, ai, ..., {7 sont des

formes bilinéaires. Observons que ces hyperquadriques passent
par les axes oy, 0,5, ..., 0, .
Ce systéme a la dimension

9
e={" ) et vt 0
(r, + .., +1) - L
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2. Rapportons projectivement les hyperquadriques (1) aux hy-
perplans d'une espace Sp a p dimensions ¢n posant

PX&?} = XpiXon (f., ? == O, 1, ..., P‘O),

1 ; . o
X = x,.x, 1, (2 =01, .,7;7=01, .., 7,41,

pX\Y = X%, 1, 5 (i=0,1,..,r,;7=0,1, .., r.)
ro+2
9

Nous désignerons par o l'espaccapg = ( ) dimensions ob-

tenu en annulant les coordonnées X des v derniéres lignes (2}, par
oy 'espaced p, = (v, + 1} (r, , +— 1) - - | dimensions obtenu en
annulant les X de la premicre ligne et des v — 1 derniéres lignes
(2), ..., par o, l'espacc & pv—~ (r, + 1} (.., + 1) — 1 dimen-
sions obtenu en annulant les X des » premieres lignes (2).

Des équations (2), on déduit

X@| =0, [ X{ =0, ...,

XPl—o0, .., X@Pl =0 3

les déterminants des premiers membres ayant la caractéristique
un.

Le premier groupe d’équations représente, dans 'espace oy, la
variété de Veroncse @, de dimension 7, représentant les hyper-
quadriques de Vespace o, Cette variété est d’ordre 27, Ians
I'espace Sp, les mémes dquations représentent le cone projetant
& de l'espace lindairce de dimension minimum contenant o1, Og,

Dans 'espace oy, le second groupe d’équations (3) représente
la variété de Segre £2, image des couples de points des espaces
o, et o, ;. Cest une variété a », 4- », , dimensions, d’ordre
(r, + 7, 1! s - I . ,

PR Dans l'cspace Sp, les mémes équations représentent
le cone projetant 2, de U'espace de dimension minimum contenant

r
e

De méme, dans les espaces o, oy, ..., o, ont obtient une variété
de Segre. On désignera par £, celle qui appartient & l'espace o} ;
(7’k _|_ 77}-—-’\‘.) !

e l?, ol

I ¢
Tg, G2, .., O

sa dimension est égale a », + 7, , ¢t son ordre est
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des homographies cycliques hyperspatiales

Dans I'espace 5p, les équations (3) représentent une variété V a
Fot+ "1+ ... 7, 1 Fv=7 —v

dimensions, lieu des espaces linéaires & v dimensions déterminés
par v 4 1 points dont I'un est sur @ et les autres un sur chacune
des variétés Q,, £, ..., Qv

. Solent Py un point de o, P, un point de o, ..., P,_, un
point de o,. Ces points déterminent un espace linéaire S, | a
p — 1 dimensions transformé en soi par Vhomographie H.

Au point P, correspond sur @ un point P’y, au couple de points
P,, P,_, correspond sur £, un point P’}, ..., au couple de points
P,, Py, correspond sur £, un point P,. Ces points Py, Pj, ...,
P, déterminent un espace lindaire S; 4 v dimensions qui appartient
a la varic¢té V.

Dans T'espace S,, Phomographie H détermine une involution I
d’ordre p représentée par la variété V. Aux cor-! groupes de
I'involution I situés dans 'espace S, | correspondent les points
de 'espace S, donc a un point de celui-ci correspondent oc? grou-
pes de I appartenant a I'espace S, ;.

Appelons O, le point de o4 dont toutes Ies coordonnées sont
nulles sauf la premicre x4, O, le point de o, dont toutes les coor-
données sont nulles sauf lIa premicre x,,, ..., O, ;, le point de
o,., dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la premiere
X, 10

Considérons les hyperquadriques découpées sur S, , par les
hyperquadriques (1) ct projetons cet espace sur 'espace S, ; =
60016-.-O,. 1, o- Dans cet cspace nous obtenons le systeme liné-
aire d’hyperquadriques dont 1'équation peut s’éerire

2 ) ; -
AXho = AXig%p 10 T -0 T ARXpgX, ke T ooe b AXgXoie = 0. (4)

Ces hyperquadriques passent par les points Oy, Oy, .-, O, 14
chacune d’elles contient oc? 2 groupes de I'tnvolution I et par
conséquent » de ces hyperquadriques linéairement indépendantes
contiennent oo¥ groupes de L.

A l'espace S,_, correspond dans Sp Uespace S = O§OL)... Ok
dont les ¢quations s’obtiennent en annulant tous les X sauf les
premiers de chaque ligne dans les équations (2).

Considérons un point Y de 5 dont nous écrirons les coordonnées
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sous la forme Y®, Y?, ..., Y*. Aux hyperplans de 5, passant par
ce point correspondent dans S,°%; la variété d’équations

2
Yoo _ Fro ¥p-10 _ _ FvoFe-10

_= ... = s

Vi v?

30
variété formée de =V groupes de I'involution 1.

4. Inversement, donnons-nous les équations (3) ou les nombres
¥o, #1, .-, ¥p-y Sont choisis arbitrairement. Iilles représentent
une variété V licu des espaces linéaires a v dimensions s'appuyant
en un point sur la variété de Veronese et sur les v variétés de Segre,
la plus générale possible. Elle est 'image d’une involution d’ordre
p = 2v + | engendréc par une homographie cyclique d’ordre p
dans un espace lincéaire.

Liege, le 6 mars 1962.
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