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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur une variété algébrique a trois dimensions
possédant huit points quadruples

par Lociey GODEALUX,

Membre de UVAcaddmie,

Résumdé. - - Ftude d'une variété algébhrique 4 trois dimensions re-
présentant une involution du second ordre possédant huit points unis,
appartenant 4 lintersection de trois hyperquacdiiques d'un espace
& six dimensions, La variété, d’ordre 32, appartient & un espace hinéaire
A douze dimensions, possede huilt peints quadruples et contient un
systéeme linéaire de dimension trois de surfaces de genres p. = p, =
O, P, = 1 ot un réseau de surfaces de geures p, — Py == 1

A plusieurs reprises nous avons considérd des surtaces et des
ariétés a trois dimensions sections par des espaces linéaires
de la variété des droites joignant les points de deux variétés de
Veroncse (1), Clest & une question analogue quest consacrée
cette note.

Nous considdérons, dans un espace hnéaire S, a six dimensions,
une variété Vi infersection de trois hyperquadriques, transfor-
mée en clleeméme par une homographie biaxiale harmonique
dont les axes sont un plan et un espace linéaire a trois dimen-
sions. Cette homographic engendre sur la variété une involution
du second ordre ayant huit points unis. La vari¢té¢ que nous
¢tudions ici est une image de cette involution. Ele possede
huit points quadraples, points de diramation homologues des
huit points unis.

(ty Une famille de surfaces algdbrigues de diviseur dewy (BULLETIN DE L'ACa-
DEMIE ROYALE DI BuvGgigue, 1939, pp. 3V3-380), Remargre sur les wariétés

algébvigues a trois dimensions dont la surface canonique est d'ovdre zévo (IDEM,
1962, pp. YE89-995).
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Lacien Godeauyx. - Swy wne varidlté algébrique a lrods disnensions

ILa variét¢ contient un systeme linéaire triplement infini de
surfaces dépourvues de courbe canonique mais possédant wne
courbe bicanonique d'ordre zéro (p, == p, = 0, Py -+ 1) ¢t un
résean de surfaces dont les courbes canonigue ¢t plurtcanoniques
sont d'ordre zéro (p. -« Py == 1). Les relations entre ces deux
systémes présentent un certain intérét.

. Con=idérons, dans un espace hndaire 5, 4 six dimensions
un plan o, et un espace linéaire a trois dimensions o, Ne $e TCNCON-
trant pas et dans un espace lndaire S5, 4 quinze dimensions
un espace 2 & cing dimensions et un espace 2, 4 neuf dimensions,
ne se rencontrant pas. Soient, dans 2., une surface de Veronesc
£y, Fordre quatre, représentant les coniques du plan o, et dans
X,, une vari¢té de Veronese 2,, d’ordre huit, représentant les
quadriques de Vespace o, I’homographie hiaxiale harmonigue
H, d'axes o, o, engendre dans espace 5S¢ une involution I du
second ordre dont unc image est la variété Wi* lieu des droites
s‘appuvant sur £, ct £2,.

Sionous désignons par v, Vi, Ve, Zg, D1, Sa, Sy les coordonnées
des points de S, de telle sorte que 3, % == 3, = 24 =: 0 solent
les équations du plan o, ¢t v, = v, — v, = {1 celles de Pespace o,
et s1 nous posons
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les équations de la variété Wi s’obtiendront en éerivant que les
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sont do caractéristique un.
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Aux sections hvperplanes
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Lucten Godeaux. - Suy une vaviété algébrique & trois dimensions

de W3 correspondent les hyperguadriques

S)l _;'Ir‘-jl‘I ?'_‘!. ' Iz _‘:_ ZU: i ;I.Z (; i = ( } (1 )

¥V

ne passant pas par les axes o, o, de H.

2. Considérons dans S, la variété Vi interscction des trois

hy perquadriques

Xy, - Xois s, == 0, (r =0,1,2) (2)
lin¢airement indépendantes. Les sections hyperplanes de Vi sont
des surfaces végulicres a courbes canonique ¢t pluricanoniques
d'ordre zéro (p, = P, = 1}, Cette varidté est transformée en S0,
par H et tui correspond, sur W une variété Vi§* situde dans un
cspace N, a 12 dimenstons, 1ntersection des trows hyvperplans
homologues des trots hyperguadriques (2).

Sur Vi, Phomographie 1 détermine une involution I d'ordre
deux préscutant huit points unis aux points de rencontre de
Lo varidtd avee Tespace o,. On observera que la varidté ne
rencontre pas le plan o,

Désignons par 17, les sections hyperplanes de Vi? et par 19 les
sirfaces qut lewr correspondent dans 5S¢ et gui sont Jes inter-
sections de Vi par les hyperquadriques (1),

On sait que le systéme canonique d'une surface I, intersection
v quatre hyperquadrigques dans S, coincide avee le syvstéme des
sections hvperplanes, Par conséquent cette surface a les genres

b b, TP 7. Par conséquent, une surtace 17, a les
genres p, - p. G pE 9, puisquitelle est 'image d’une

mvolutton du sccond ordre privée de points unis appartenant
a v,

Désignons maintenant par 19 les sections de Vi par les hyper-
quadriques

IAvez, = 0 (3

-

passant par les espaces oy, oy et par 19 les surfaces qui leur cor-
respondent sir V3

Une surface 1) @ les mémes caractéres que les surfaces 19
mais sur I, Phomographie H détermine une involution du second
ordre présentant it peints unis (dans ,). I en résulte que la
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possédant kil points quadruples

surface T, correspondante a les genres p, = p, — 1, pl = O
Les surfaces F, sont d'ordre 32. Sur V3P, elles forment un systeme
lindaire de dimension onze,

3. Aux huit points unis de Pinvelution 17, section de la variété
V5§ par 'espace oy, correspondent sur V3?2 les huit points d’inter-
section de la variété Q, avec 'espace 5y, Ces points sont donc
quadruples pour la variété V3% le cone tangent en chacun d’eux
¢tant la section par 5;, du coéne projetant la surtace £2; du point
considéré. Ces points sont doubles pour les surfaces I, d’aprés
11 théorie des involutions.

Chacun des points quadruples de la variété V32 est équivalent,
air point de vue des transformations birationnelles, a une surface
rationnelle. Désignons par «a,, a,, ..., «, les huit surfaces ration-
nelles équivalentes aux huit points quadruples (et équivalentes
d’ailleurs chacune 24 une surface de Veronese).

Yapres la théorie des involutions, on a

2F, =260 + ey 4- 05 4 0+ o,

Observons d’ailleurs que si Pon éléve au carré les deux mem-

bres de 'équation (3), on obtient

22 A X ;'_;Z,'.-L =0,

co qui montre que le long d’une surface I, 11 v a une hyperqua
drique inscrite dans la variété Vi&

1. LEnvisageons maimtenant la section de Vi par un hyperplan

HoZo = paZs  feis == ptaZy = U
passant par o, C'est une surface G de genres p, == P, — 1. Elle

est transformée en sot par 'homographie H et celle-ci détermine

sur Ja surface unc involution du second ordre privée de points

unis. Par conséquent il correspond a G, sur V§* une surface G,

privée de courbe canonique mais ayvant une courbe blcanonique

d'ordre zéro (p, = p, =0, Pg==1}. Les surfaces G, forment

un systéme linéaire |G, de dimension trois. Elles ont 1'ordre 16.
U'n hvperplan

AgVo -+ Ay == Agv, = 0
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Lucion Godeaitx. - Suy une vavidlé algébrique a (rois dimensions

passant par o, découpe sur Vi une surface G, de genres p, = P,
= 1, Sur cctte surface, H détermine une involution dun second
ordre ayant huit points unis. Par conséquent il correspond &

2 sur V¥ une surface G, de genres 4, P, = | avant huit
points doubles conioues aux points quadruples de la variété,

Les surfaces G, forment un réseau |G, ; clles ont Vordre 16

¥

L’ensemble 'un hyperplan passant par o, et d’un hyvperplan
passant par o, est une hyperquadrique du svstéeme (3). On en
conclut que le long d'une surface G, ou d'une surface G,. 1l v a
un hvperplan tonchant la variété V2 Par suite, on a

Gy v Gy T

H

B2 002G, 4 oay o o

5. Considérons, dans S, une surface F,, soit 1_0 ot la surface ﬁu
qui lui correspond sur V3 T.e systéme canonique de Fy coincide
avee celut des sections hyperplanes et dans ce systéme, 11 v a
deux systémes linéaires partiels [(Fy, Gy} | et YTy, Gy)| apparte-
nant a lUinvolution 1. A Vun de ces systémes corrvespond sur
-]_5"‘0 le systéme canonique de cette surface. L’involution sur Fl,
étant dépourvue de poiuts unis, nous avons démontré ' que
le systénmie canonique de T;.‘O correspondait a celul des systemes
rencontrés plus haut de dimension minimum. Le réscau |G,!
découpe donc sur la surface 17, et plus généralement sur une
surface 17, le systéme canonique de cette surface. En d’autres
termes, le réscan [G,| est Padjoint au systéme Fgl.

Envisageons maintenant unce surtace l—1 et sott F, la surface
qui lui correspond sur Vi% Le systéme canonique de T, coincide
avee celul des sections hyperplanes ¢t Uinvolution déterminée
par I’ sur la surface possede huit points unis, par conséquent le
systéme canonique de T, correspond au systéme '(T] Gt
Donc le systéme [G;! est 'adjoint au systéme |17 L.

Un hyperplan passant par o, appartient a 3 hypercones
quadratiques de sommet o,, c’est-a-dire & o® hypersurfaces I,
donc par une surfaces () passent o® hiyperplans de 5,,. Une surface
(r; appartient donc a un espace lindaire a huit dimencsions.

(L) Seer les involutions cyeligues dépotirvues de points nnis appartenant @ e
surface algébrique régulicre {BULLETIN DE . ACADEMIE ROYVALE pE BELGIQUE,
1932, pp. GBT2-67Y).
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possédant hurt pornts quadrieples

Un espace linéaire a quatre dimensions passant par o, appar-
tient & =% hypercones quadratiques de sommet o,. donc par unc
courbe (G, ;) passent oc® hyperplans de S;,. Il en résulte que
les courbes (G}, ;) appartiennent 2 des espaces lindaires 2 six di-
mensions.

Un hyperplan passant par o, appartient a4 »?* hypercones
(quadratiques de sommet o?, donc une surface G, appartient a
oc® hyperplans de S, ¢t est situde dans un espace lindaire & neaf
dimensions.

Un espace a quatre dimensions passant par o, appartient & = !
hypercones quadratiques de sommet oy, donc une courbe {G,, Gy
appartient & oc* hyperplans de S,, ¢t est par suite située dans un
espace linéaire o sept dimensions.

Observons que les huit points quadruples de la variété VP
appartiennent a Pintersection des espaces 5, et 2, dans 545, ¢lest-i-
dire & un espace o, a six dimensions. Un espace a sept dimensions
passant par g, et par un point de V§* rencontre cette variété en
une infinité de points et précisément suivant une courbe (Gy, Gy).

6. Les courbes (Gy, Gy}, (G, G3), (G, Gy} ont le genre cing.
Sur chacune d’elles, 'homographic H détermine vne involution
qui, pour les deux premicres est dépourvite de points unis et
pour la troisiéme, possede huit points unis. Par la formmnle de
Zeuthen, il en résulte gue les courbes (Gq, Gy), (Gy, Gy) ont lo
genre trols et que les courbes ((,, Gs) sont elliptiques. Toutes
ces courbes ont le méme ordre huit.

Sur une surface Gy, qui a le diviseur deux, ou a

2Gy, Gp) = 2Gy, Go)

et sur une suarface 52,
Gy Gy = 2(Gy, Go) + (G an) 1 (G ag) = oo 1 (Ga, as).

J.es sections hyperplanes des surfaces (), (G, sont de genre
neut et par conséquent ces surfaces sont normales. 1l en est de
méme des courbes (G, ), (G, Go), (5, G,), ces dernieres appar-
tenant a des espaces a cing dimensions.

a le degré quatre et le systemce Gyl le degré

Le svsteme |G,
7670,

Tiége, le 15 octobre 1962,
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