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COMMUNICATIONS D'UN MEMBRE

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les variétés algébriques a trois dimensions
dont les sections hyperplanes
sont des surfaces de bigenre un,

par LuciEx GODEAUX,
Membre de l"Académie.

Résumé. — On démontre que si les sections hyperplanes d'une
variété algébrique a trois dimensions, non conique, sont des surfaces
privées de courbe canonique mais ayant une courbe bicanonique
d’ordre zéro, cette variété cst I'image d’une involution du second
ordre, ayant huit peints unis, appartenant a une variété algébrique a
trois dimensions dont lecs sections hyperplanes sont des surtaces pos-
sédant des courbes canonique et pluricanoniques d’ordre zéro.

Nous avons démontré autrefois le théoréme suivant () : Touie
variété algebrique mormale a trois dimensions, non conique, dont
les sections hyperplanes sont des surfaces de genres xévo cf de bigenre
un (P, == P, = 0, Pg == 1) contient un systéme linéaire de surfaces
de genrves un (p, = P, = 1) dont la dimension, augmentée d’'une
unile est égale a la dimension de l'espace ambiant.

Rappelons qu’une surface de genres zéro et de bigenrc un
(p, = P, = 0, Py = 1) est une surface dépourvue de courbe cano-
nique mais possédant une courbe bicanonique d’ordre zéro.
Sur cette surface, un systéme linéaire |C| de courbes de genre
m > 1, ale degré 27 — 2 et la dimension 7 —- 1. Son adjoint | C’
a les mémes caractéres et on a { 2C| = |2C'|, la surface ayant lc

(1} Sur les varidtés algébriques a frows dimensions doni les sections hyperplanes
sont des surfaces de genve zévo el de bigenve un {BULLETIN DE L'ACAD. ROY. DE
Bercioue, 1933, pp. 134-140}.
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Liucien Godeaux. - Sur les variétés algébriques a trois dimensions

diviseur de Severi o = 2. Une surface de genres un (p,, = P, — 1)
possede des courbes canonique et pluricanoniques d’ordre zéro.
Sur une telle surface, un systéme linéaire - C: de genre =, a le
degré 27 — 2 ct la dimension .

Tes varidtés gue nous considérons sont d'ordre 2« 2,Q
courbes-sections de genre 7, normales dans un espace & = dimen-
sions. Reprenant leur étude quelques années plus tard (1), G.
Fano a démontré que = ne pouvait prendre que les valeurs 4, 1,
7, % et 13 et que, pour 7 > 4, la variété posséde huit points qua-
druples isolés, le cone tangent en chacun de ces points ayant pour
sections hyperplanes des surfaces de Veronese.

I, Enriques a démontré qu’unce surface de genres zéro et de
bigenre un est I'image d’une involution du second ordre, privée
de points unis, appartenant & une surface de genre un (2). Un théo-
reme analoguce existe-t-1l pour les vanétés que nous considérons
ici 7 La réponse est affirmative et nous démontrons précisément
que :

Une variété algébrique & trots dimensions, non conique, dont les
seclions hyperplanes sont des surfaces de genves p, = p, = 0,
Py =1 est Vimage d’une involution du second ordre, possédant
liuit points unis, appavienant ¢ une variété @ trois dimenstons dond
les sections hyperplanes sont des surfaces de genves p, = P, = 1.

1. Soit V une variété algébrique a trois dimensions, normale,
d’ordre 27 — 2, dont les sections hyperplanes sont des surfaces
F, de genres ¢, = p, = 0, P; = 1, dépourvues de courbe cano-
nique mais possédant une courbe bicanonique d’ordre zéro. Ces
surfaces étant normales dans un espace a # — 1 dimensions, la
variété V appartient a un espace 5, a o dimensions.

Comme nous l'avons démontré, il existe sur la variété V un
systéme linéaire a = — 1 dimensions, de surfaces I'; d'ordre
27 — 2, de genres p, = P, = 1, c’est-a-dire de surfaces dont les
courbes canonique et pluricanoniques sont d’'ordre zéro.

(M) Sulle varieta algebriche a tre dimensioni le cui sezion! Lpevpiane sono super-
ficie di peneve zero e bigenere uno (MEMORIE DELLA SOCIETA ITALIANA DELLE
Scienze, 1938, pp. 1-20).

(5} Un'osservazione relativa alle superficie di bigeneve | (RENDICONTO DELLA
ACCADEMIA DELLE SCIENZE DI Borogwa, 1908, pp. 1-8).
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dont les sections hyperplanes sont des surfaces de bigenre wun

Sur unc surface 17, de ' Fo|. on a la relation fonetionnelle

2(Fy, Fo) = 2(1, Fq).

FFano a démontré que la variété V n'existe gque pour = == 4, 3,
7,9, 13 et que pour 7 =6, la variété possede huit points qua-
druples conigues isolés, le ¢dne tangent en un point étant la pro-
jection de ce point d'une surface de Veronesc.

Nous supposerons en premier lieu = 2+ 6 et nous désignerons pa
AL Ay oo, Ay les huit points quadruples de la variété. Chacun
de ces points est équivalent au point de vie des transformations
biratiomnelles & une surface rationnelle ; solent respectivement
ay, Gy, ..., @y ces surfaces.

Le fait que les surfaces F, ont le diviseur de Severi égal 4 denx
se traduit par la relation fonctionnelle

2F, 2 217 b aqy oy = o0+ ay (1)

4

Rappelons que les courbes (I5,, Iy, (I, FF;) ont le genre =.
D’autre part, les surfaces F| découpant sur I'une d’entre clles un
svsteme lincaire de dimension = - 2, les courbes (F,, ) sont de
genre w — 2.

La relation (1) donne, sur unc surface F, de | F,| Ia relation

21Ty, Irg) = 2(17, 1Ny + (‘Fl: ay) + (Fy, ap) + o0+ (Fy, ag).

Une surface I, avant les genres p, = P, = 1, ne peut posséder
de point de multiplicité supérieur a deux, donc les courbes
(1_71, @), (_1, As), oees (1*:1 ag) sont des courbes rationnelles de degré
virtuel — 2 et les points A, A,, ..., A, sont doubles coniques pour
la surface ?1, donc pour les surfaces F,.

2. La relation fonctionnelle {1) admet I'interprétation géomé-
trique suivante : Le systéme |2F,| est découpé sur V par les
hyperquadriques de I'espace 5,. Parmi ces hvperquadriques, il y
en a passant par les points A,;, A,, ..., Ay qui touchent la variété
V le Tong d'unc surface F,.

Cela étant soient

.fl(xl:}’ Y1, ¥, "'!xw) :0; fgIO, "‘in':O
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les équations de la variété V(r =7 - 2) et
o(Xg, X1, ovry Xg) == 0

P'équation d'une hyperquadrique touchant la variété V le long
d’'une surface Iv,.
Considérons, dans un espace S, -y, la variété d’équations

‘f‘] L (), j‘z el {]‘ ey j.r - 0, 22 —_— fo).

(est une varicté double que nous désignerons par W. Nous
allons démontrer qui'elle est irréductible.
Considérons une surface F de

I, | n’appartenant pas a ’hyper-

be du systeme

(ﬁ, F,) | passant simplement par les huit points
Ay A, Ay Onosait que la surface double F, ayant pour points
de diramation huit points doubles est irréductible. Par consé-
quent la variété W contient nn systeme linéaire de surfaces
irréductibles correspondant au systeme \F,_‘ et est nécessaire-
ment irréductible.

A une surface F, correspond sur W une surface @, Dans le
passage I'y a4 @, il n'y a aucune diramation, donc entre les genres
arithmétiques p, de I7; et p, de @, on a la relation

2p. + 1) = p, + 1,

d’oli $, = 1. On sait d’ailleurs que la surface @, est de genres
p, =P, =1.

A une surface I'; correspond sur W une surface @,. Dans la
correspondance (1,2) entre une surface I, et la surface @, homo-
logue, il v a huit points de diramation. On sait que la surface
&, est de genres p, = P, = 1.

La relation (1) donne @, = @,.

Les surfaces @, @, sont d’ordre 47 — 4 et appartiennent a
un méme systéme linéaire |@| que nous prendrons comme sys-
téme des sections hyperplanes de la variété W. Les systémes
linéaires partiels | D, |, | D, | ont respectivement les dimensions o
et 7 — 1 et n’ont aucune surface commune, donc la dimension de
| @ | est au moins égale & 27, Une scction hyperspatiale de la
variété W est une surface de genres 4, = P, = 1 d’ordre 4= — 4,
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dont les sections hyperplanes sont des surfaces de bigenve un

done elle appartient & un espace & 2 - 1 dimensions. 1l en ré-
sulte gue W oest une variété normale dans un espace S,, a Zx
dimcensions.

La wvariété W contient une involution du second ordre possé-
dant huit points unis. Cette involution est détermindée par une
homographie harmonique H ayvant deux axes ponctuels ¢, de
dimension = — | et o, de dimension #. Les hyperplans passant
par ¢, découpent sur W les surfaces @, ¢t ceux passant par o, les
surfaces @,. L'espace o, rencontre la variété W en huit points,
I'espace ¢, ne la rencontrant pas.

3. Reste & considérer le cas = =: 4. La variété V appartient a
un espace 5, a gquatre dimensions et nous avons ¢tabli quielle a
pour équation

F XXy

(2)

ofo + xofilxy, xy, Xy, x5) + falwe, ¥a, ¥y, x4)
|

T 0a(XaXyK g, Xy¥ ¥y, XuX X, X Xp¥y) = ()

ol f, est une constante, /; une forme linéaire, f, une forme qua-
dratique et enfin ¢, une forme quadratique de ses arguments.

Cette variété posséde un point guadruple 041, 0, 0, 0, 0) et
passe donblement par les plans communs aux hvperplans ¥, = 1),
X, - 0,3, =0, x, = O pris deux a deux.

Ses sections hyperplanes sont des surfaces d'Enriques, du
sixiéme ordre passant doublement par les arétes d’un tétracdre.
T.es sections de V par les hyperplans passant par 0, sont des
formes particuliéres de la surface d’Enriques, déja signalées par
celui-cl.

Considérons la surface I, section de V par Ihyperplan x, — 0
X1X9¥3%, fo + 9. = 0. (3)

Yassons aux coordonnées non homogenes en supposant ¥, X,,
v,, X, fonctions linéaires dc x, v, z. Ajoutons a l'équation ({3)
I"équation .

P2 == XX N3X,.

Dans la note citée plus haut, Enriques a démontré que les
équations (3} et (4) représentent une surface irréductible de
genres p, = P, == 1, dans un espace a quatre dimensions.
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Cela ¢tant, considérons Ia variété W d’'dquations
© e e a- 2 . S V2 e e e
XX (X5 o o xa Sy B Te) = 0, iT S XNy,

ol 'on suppose vy, x,, x,, ¥, exprimds on fonction de coordonndes
non homogenes x, v, z, 1« d’un S0 D'aprés le théoréme d’ Enciques,
In scection de cette varidté par hvperplan x, = 0 est une surface
irréductible du méme ordre que In variétd, done celle-ct st éga-
lement irréductil:le,

Les surfaces Iy sont ddécoupdes sur Vo par les hvpersurfaces

AX XXy o Al phy = Agv v ¥, 5 A,y = 0,

A nne surface IFy correspond sur la variété W oune surface @,
d’ordre 12 et & une surface Fy une surface @4, Les surfaces @, @,
apparticnnent & un méme svstéme | @+ e nous pouvons prendre
comme svsteme des scctions hvperplanes de la varidté. Le svs-
teme [ @] a la dimension huit et W se trouve done imergée dans
un cspace 4 hint dimensions S

.

La variété W est transformée en soi par une homographie
harmonique H possédant deux axes ponctucls o, o,. Les hyper-
plans passant par Uespace & trois dimensions o, ddécoupent les
surfaces @, et ceux passant par Uespace a quatre dimensions o;
Ies surfaces @, Ce second espace o, doit rencontrer la variété W
aux hunt points unis de U'involution d'image V.

4. On peut d’ailleurs, comme nous allons le montrer, former
les équations de la variété W.

Désignons par x,, ¥y, ..., ¥4 les coordonndes des points de Sq et
supposons que les équations de I'homographic H solent

Xg Xy Ky X X, <Xy o Xg X, X
H = .
;rn :(1 :\,-2 X:j :-t4 x;!, }‘(’ﬁ -‘:? xR.

L'élimination de ag, xy, Xq, x5 cntre les équations de la variété
W doit donner I'équation de V, par conséquent on doit avoir

PX5 = XXXy, PRg = XXX, pYg == XX X, Py == Hq¥axy. (1)
Transportons dans I'équation de V, cela donne

x1xzx3x4[7(f2}fn + xof1{%1, Xo, Xy, Yo,) -+ Falxy, Xe, Xy, y)]

_1;__ p2Q2(x51 X X, %Sy) == 0,
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dont les scctions hvperplanes sont des surfaces de bigenve un

d’on

Des relations (1), on déduit

PRV X o X X LXENT,
Aol a1, = wyuy, dquation d'une hyperguadrique passant par W,

Par le méme procédé, on obtient les équations e six hyper-
quadriques contenant W :

X3¥g o0 XuXy, Aty - XXy, Xplg - AaXy, )
qu'; Y 1;\7_1, .‘C(i,\'g B .171.1’3, "\Ttﬁ —= ,\.‘-1;\:2.
D’autre part, des équations (1), on tire (%)

X X5 7T XXy T NN, = AL

c'est-a-dire les dqguations de trois nouvelles hyperquadriques
contenant W.

La variété W est donc I'intersection des hyperquadriques (2),
(3) et

-Y%ftl‘l—-fo,f] (xr,—’f'g, Xy, -‘:.1,) ﬂ'*fz(—"f‘l, Xg, Xy, Xy) +’pz(.¥5, X, Xg, Xy) = 0. ("*)

On sait d’ailleurs qu'une variété normale de S5 d'ordre 12,
dont les sections hvperplanes sont des surfaces de genres un, est
commune 4 dix hyperquadrigues.

Observons qu’en utilisant les équations (2), on peut supposer
que 4, ne contient que les termes en x2, x3, x2, x2.

On vérifie aisément que l'espace og{yv, = v = ... = x, = ()
ne rencontre pas la variété W, Par contre, l'espace o,(xs = x
== X, == ¥y = 0) la rencontre en huit peints situés sur la quadrique

2 R —
xofo + xofs + o =0
et sur les droites représentées par trois des équations
X, =0, x, =0, 2, =0, v, =0,

Les points de diramation sur la variété V appartiennent a des
droites triples de cette variéid.

Liege, le 14 novembre [962.
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