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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur la construction de certaines surfaces algébriques

par Lucien GODEAUX,

Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction de surfaces algébriques hyperspatiales

touchant un espace linéaire le long d'une courbe.

Nous avons dans des notes antérieures construit des surfaces

algébriques ayant une seule courbe canonique de genre quatre

ou cinq le long de laquelle un hyperplan touche la surface (x).

On peut se demander si la même méthode peut conduire à la

construction de surfaces ayant une seule courbe canonique de

genre supérieur à cinq. La réponse est négative. Nous construi¬

sons dans cette note des surfaces ayant une équation analogue

à celles des surfaces mentionnées, touchant une courbe le long

d'un espace linéaire, dont le système canonique est infini. Malgré

ce résultat négatif, il nous a paru intéressant de signaler cette
construction.

1. Considérons, dans un espace linéaire S„ à « dimensions,

l'homographie H de période quatre, d'équations

px,

px

px

px

= xt, (i = 0, 1, ..., h)

= — xit {i = h -f 1, h + 2, ..., k),

— i%i> {i — k -f 1, k -j~ 2, ..., I),

= — ixit (i — l + 1, l -f 2,..., n)

(!) Construction d'une surface algébrique possédant une seule courbe canonique

de genre cinq (Bulletin de l'Acad. royale de Belgique, 1959, pp. 441-446) ;

Une surface bicanonique de l'espace à quatre dimensions (Idem, 1960, pp. 113-118).
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et la surface F, intersection complète de n — 2 hyperquadriques

<Pi(x0 / xv ..., xh) xk) + E a%\_j.i+j, xk+j xl+p = 0, (1)

{i = 1, 2 ..... n - 4 ; ƒ = 1, 2, /-£;ƒ' = 1, 2, ..., 9» - 1),

b i+h+ ji x ixk+ ji ~t~ *p(£+i/ •••> l) + fifal+i' •••> n) =

bj'h+jr x ixh+ ji ~t~ Ç'O/fc+l' •••> z) "f" tyipl+V •"> Xn) = 0.

(ƒ = 0, *, h\f — 1, 2, Ä — Ä).

La surface F est transformée en soi par H et cette homogra¬
phie détermine sur la surface ine unvolution I du quatrième
ordre. Cette involution est privée de points unis si, comme nous
le supposerons, on a

2 < k < n — 2,

car autrement les axes ponctuels de l'homographie harmonique H2
rencontreraient la surface F. Observons que cette hypothèse
entraîne n > 5.

2. Nous désignerons par F' une surface image de l'involution I
et pour former ses équations, nous rapporterons projectivement
les hyperquadriques dont l'équation est du même type que (1)

aux hyperplans d'un espace Sr à

-rîvrn
dimensions.

Posons donc

pXa = XiXh {i, j = 0, 1, h),

pYii Xfo+iXjtf - j, (i, i 1, 2, ..., k A),

Piî = xic+ixi+ j> (i = Ì, 2, I k j — 1, 2, ...,n 1)

Les équations de F' s'obtiendront en éliminant les x entre ces
équations et celles de la surface F.
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Observons que l'on a en premier lieu les équations obtenues en
écrivant que les matrices

I

Xw
I
= 0, {i, ƒ = 0, 1, h) (3)

|Y„| = <),(*,ƒ = 1,2, À) (4)

I
Z„

I
= 0, (i = 1, 2 ; ..., I - k ; j = 1, 2, ..., n - Q (5)

sont de caractéristique un.

(h+2\
Les équations (3) donnent, dans l'espace (X) à I I — 1 di¬

mensions dont les équations sont — 0, Zi3 = 0, une variété
de Veronese d'ordre 2h.

Les équations (4) donnent, dans l'espace (Y) à 2~) _
dimensions représenté par Xi3 = 0, Zió = 0, une variété de
Veronese d'oidre 2h~h~1.

Enfin les équations (5) représentent, dans l'espace (Z) à (l — k)

(n — l) — 1 dimensions, la variété de Segre représentanr les

couples de points de deux espaces linéaires à l — k — 1 et
n — l — 1 dimensions. Cette variété est d'ordre

(n - k - 2) !

(/ - k - 1) ! {n - l - 1) ! '

Les n — 4 équations (1) donneront, dans Sr, n — 4 hyperplans.

3. Les équations (2) vont nous donner une dernière équation.

Observons que les expressions

)2> {£bj>h+j> xixh+j)2>

XjXh+j) {£b j>h+j> Xf %h+i)

donnent des formes bilinéaires en X, Y. Nous les représenterons
respectivement par Xv X2, X.

D'autre part, les expressions

x{xl+x, <pty, <p'0'

— 148 —



Sur la construction de certaines surfaces algébriques

sont des formes quadratiques en Z. Nous les représenterons
respectivement par <2>n, &12> $21,

Cela étant, on voit facilement que l'élimination des x entre
les équations (2) et celles qui définissent les X, Y, Z, conduit à
l'équation du quatrième degré

X(012 + 021) - X-X - (<P12 - <Z>21)2 = 0

La surface F' est l'intersection de la variété commune aux

variétés (3), (4), (5) et (6) par un espace linéaire à r — n + 4
dimensions.

La surface F est d'ordre 2W~2 et par conséquent, la surface F'
est d'ordre 2W~2 également.

On voit d'autre part que l'hypersurface (6) touche l'espace (Z)
le long de la variété quadratique

<Z>i2 21 ; Xj-j = 0, Yj3 = 0.

Il en résulte que la surface F' touche en chaque point d'inter¬
section l'espace linéaire de dimension minimum contenant (Y)
et (Z) et de même l'espace de dimenson minimum contenant
(X) et (Z).

Enfin l'équation (6) étant du premier degré par rapport aux X
et du premier degré par rapport aux Y, l'hypersurface qu'elle
représente possède deux espaces triples (X) et (Y).

4. Nous avons établi (1) que le genre arithmétique de la sur¬
face F, intersection de n — 2 hyperquadriques de Sn, est

pa = (n* - 9n + 22)2M~5 - 1

et que les courbes canoniques sont découpées par les hyper
surfaces d'ordre n — 5. Le genre linéaire de F est donc égal à

p(x) = (rt _ 5)22n-2 + 1

Entre les genres arithmétiques pa de F et p'a de F' nous avons
la relation

Pa + 1 = 4 (P'a + 1),

(1) Sur les courbes et les surfaces intersections d' hyperquadriques (Bulletin
de l'Académie royale de Belgique, 1944, pp. 262-269).
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d'où

p'a = (n2 - 9n + 22)2n_7 - 1.

D'autre part, le genre linéaire de F' est

p'M = (n 5)22n~4 + 1.

La surface F est régulière, donc il en est de même de la sur¬

face F'. Le genre géométrique de cette surface est égal au genre
arithmétique et pour n > 6, le système canonique de F' est in¬
fini.

Liège, le 30 janvier 1962.
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