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COMMUNICATION D’UN MEMBRE

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Surfaces des couples de points d’une courbe algébrique
dont le diviseur de Severi est égal a deux,

par LUciENy GODEAUX,

Membre de " Acadéne,

Résumé. - Démonstration directe du fait que certaines surfaces
représentant les couples de points non ordonnds d’une courbe algé-
brique ont le diviseur de Severi égal a deux.

Dans une note en cours d'impression (1), nous avons ¢tabli le
résultat suivant @ Soient I une courbe algébrique contenant une
involution y du second ordre privée de points unis et I unce courbe
imagc de cette involution. La surface I+ des couples de points non
ordonnés de la courbe L contient nne involution I du second ordre
avant unc courbe unic : Ja courbe liecu des points représentant les
couples de points de y. Une surface I'-, image de 'involution I,
contient 4 son tour une involution I du second ordre, mais privée
de points unis, dont la surface I des couples de points non ordon-
nés de la courbe L' est une image.

Nous avons é¢tabli autrefois (2) que st une surface algébrique est
I'image d’une involution cyclique 'ordre 4, privée de points unis,

(1Y S les surfaces représentant les counples de paints de certaines courbes algé-
Brigues {Revista D Markyarica v IMs1ca TRORICA DE LA UNIVERSIDAD DE
Torersaxn, tome XTIV, publié en 'honneur du Proi. AL Terrvacini).

(2} Swr certarnes surfaces algébrigues de diviseur supéricnr & Uunitéd [BULLETIN
DE L'AcaneyMii pE Cracovie, 1914, pp. 3062-368). — Voir aussi notre exposé sur
Les Inuvolutions cyeligiues apparienant ¢ nne surjace algébriquee, Acrvavires
SCIFNT., N¢ 270 (Paris, Hermann, 1930).
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Lucien Godeanx. — Surfaces des couples de points, ele.
appartenant 4 une surface algébrique, le diviscur de Severt de la
premiicre surface est édgal a p. Il en résulte que la surface T oa le
diviseur de Severi ¢ == 2. Il nous a paru intéressant de montrer
que ce résultat, que nous avons obtenu d'une maniere détournée,
peut s'établir directement et d'une manicre fort simple. Clest
I'objet de cette note, oll nous ralsonnerons sur des svstemes Iinéail-
res de courbes.

Remarquons en passant (u’une courbe de genre trois a modules
généranx est I'image d'une invelution du second ordre privée de
points unis appartenant a une courbe de genre cing. Par consdé-
quent, la surlace des couples de points non ordonnés d’une courbe
de genre trois, & modules généraux, a le diviseur de Severt o = 2.

Le méme procédé permet de construire des surfaces dont le
diviseur de Severi est supdérieur & deux, Nous reviendrons prochai-
nement sur cet objet.

1. Rappelons tout d’abord, d’unc maniére précise, le théoreme
dont il vient d’étre question plus haut. Soient L une courbe algcé-
brique de genre #° contenant une involution y du second ordre
privée de peoints unis, 1.7 une courbe de genre = image de 'involu-
tion y. Nous supposcrons que les courbes L, L' ne sont pas hvper-
elliptiques. Désignons par IF la surface des couples de points non
ordonnés de la courbe L et par I’ la surface analogue relative a
la courbe L.,

A un point " de F' correspondent sur L' deux points Aq, Aj et
a chacun de ces points, deux couples A et Ay, A, et Ay, del'in-
volution y sur L. Désignoens par Py, Py, Py, I, les points de F qui
représentent respectivement les couples Ay AL, AAu,, A A,
A LA, Ces quatre points appartiennent & une involution J dont
la surface F~ est une image. 1Yautre part, le point P; dépend ra-
tionnellement du point P, et inversement. Il existe donc une
transformation birationnelle T de IF en soi faisant correspondre
P, a P, P,aP,etinversement,

La transformation T engendre sur F unc involution du second
ordre I ayvant unc courbe unie K, lieu des points correspondant
aux couples de 'involution . Soit I'- une surface image de 'invo-
Iution I. Aux groupes de ] correspondent sur I'* des coupies de
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Lucien Godeanx., — Surfaces des couples de poinls

points engendrant une involution I, privée de points unis et dont
I'" ¢st une image.

Nous avons établi que les caractéres de 11 sont
P, = (Tr - 1)2J po ﬂ_(ﬂ, _ ,3) 41,
Pt =2 — 1) (A — 9y L 1.

Rappelons que les caracteres de la surface I sont
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2. L’involution I’ est engendrée par une transformation bira-
tionnelle involutive, T de F+ en soi.

Désignons par C' les courbes canoniques de F' et par C+ celles
de I’ Le systéme canonique | C' | de ¥~ est transformé en lui-
méme par T’ et contient deux systémes linéaires partiels | Cy |,
| Cr | appartenant & Uinvolution I', le premier étant le transformé
du systéme canonique | C' | de T'. Le svstéme | C7 | et par suite le

1

s

systéme | Cy | avant la dimension —a(w — 1) — 1, le systeme

[N

- _ _ 1
| C; l'ala dimension E‘n’('rr - 3).

Au systeme | C, | correspond sur F' un systéme linéaire | Cy |
i

de dimension (7 -- 3} ; ce systeme a évidemment le méme degre

2
et le méme genre que |C' . ¢t on a, d’aprés la théorie des involu-
tions,

|2C | =]2C;

Si T'on ajoute 4 un svstéeme linéaire quclconque les courbes
virtuelles C° - C', €' — C;, on obticnt deux systémes linéaires
distincts mais dont les doubles sont équivalents. La surface " a
donc bien le diviseur de Severi o = 2.

3. Nous allons maintenant déterminer directement le diviseur
de Severi de la surface F' sans utiliser I'existence de la surface '+,
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d'une courbe algébrigue dont le diviseur de Severi est fgal a deux

Considérons sur la courbe L7 une série lindaire A’ l d’ordre 1,
non spéeiale et par conséquent de dimension ¥y = s - 7. A cette
A !, d'ordre 25, non spé-

|
2

série correspond sur L une série lindaire
clale, de dimension 27 — 7' = 2(n — 7) 1 =2y + 1. Dans
LA |, 1l existe deux sérics linéaires partielles appartenant a 1'in-
volution y : l'une A, correspond a | A |, Tautre | A; | a la di-
mension ¢ également. Il lul correspond sur L' une série lincaire
Al |, d’ordre n ¢t de dimension 7.

ans la sénie :i A |, la transformation hirationnelle de L en so1
géndératrice de y agit comme une homographie harmonique. On
Ay | le signe - et & la

peut par conséquent assocler a la série
séric - Ay - lesigne -
Dans la série | 2A |, il v a également deux séries lindaires appar-
tenant a 'invelution v. A 'une est affecté le signe - et & 'autre
signe —, La premicre contient les s 2A ), 2A.
le signe La premicre contient les groupes 2\, 2.4,

On en conclut gue sur la courbe L, les séries \ A ' ’; Al | sont
distinctes, mais que leurs doubles | 2A7 |, | 2A7 | appartiennent a
- o - P by ) st ¥ fo i [ A7
une méme série lindaive. Par contre, les séries \ ZAT ) [AT Ay

sont distinctes.

4. Désignons par H les courbes de 17" qui représentent les cou-

ples de points de I." dont I'un est fixe. Les courbes H forment un
systéme continu, { H}, oc!, de degré un et d'indice deux. Ce sys-
téme a pour enveloppc la courbe KK qui représente les couples de
points coincidents de L. Les courbes H et K sont de genre 7.

Reprenons la série | A" | sur L' et solent H,, H,, ..., H, les cour-
bes H qui correspondent aux points d’un groupe de la série. Le
systeme lindaire

a la dimcension (-)-?’(?‘ + 3yt
r

Soient d’autre part Hy, H;, ..., H; les courbes H qui corres-
pondent aux points d'un groupe de la série | A; {. Les courbes

|G, | = |H; + H; + ... + H,, |

(V) SEvERI, Sulle corvispondensze fra @ punii di wna curva algebrica e sopra cevte
classi di superficie (Murvor1E Accan. DI ToriNo, 1903).
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L, : | :
forment égalecment un systeme linéaire de dimension zr('}' —- 3,

distinct du précédent.

Considérons maintenant les courbes H,, H,, ..., H,, qui corres-
pondent a un groupe de la série | 24 1. Parmi les courbes

H, + H, + ... + Ha,

qui engendrent un systeme linéaire, se trouvent les courbes 2G et
2(x,. On a donc

2G — 2G,.

En considérant les courbes virtuclles G , G - G, comme
on ’a fait plus haut, on voit que le diviscur de Seven de la suriace
F'est o = 2.

St une courbe algébrigue est Dimage d'une involution du second
ovdre privée de points unis appartenant @ une courbe algébrigue, la
surface des couples de poinis non ordonnés de la premiere courbe a
le diviseur de Severi égal a deux.

5. En général la courbe L' est a modules particuliers, mais dans
le cas 7 = 3, elle est a modules généraux.

Considérons dans un plan trois coniques
P1{Xo, %1, Xp) = 0, ¢, =0, ¢y =10
n’ayant aucun point commun. La courbe de genre trois la plus
géndrale
93 — P17 — 0 (1)

envcloppe du systéme de coniques

Moy + 28p, + @y = 0 (2)
est 4 modules généraux.

Cette courbe est I'image d’une involution du sccond ordre ¢
engendrée par ’homographie harmonique

'r.,.'r._f. ”.'r___.-,. . -
Ky i Xy P Xg@ Xg Xy == Xg>9X;IX%y  — Xg: — X4
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d'une courbe algébriguc dont lc diviseuyr de Severt est égal d deux

appartenant a la courbe
Xy = Pr, Xy = Pe, X = Qg

Cette involution est privée de points unis et on peut donce appli-
quer le théoreme précédent.

La surface des couples de points non ordonnés d une coirbe de
genre rois a le diviseur de Severi égal a deux.

Les courbes canoniques C de la surface I sont actuellement de

genre sept et on a p, == 3, p, = 0. La courbe C; telle que 'on ait
20, = 2C

représente les couples de points des groupes de la série d'ordre
quatre et de dimension un lieu des points de contact des coniques
(2) avec la courbe (1).

Li¢ge, le 19 avril 1962,
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