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GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Sur I'enveloppe de certaines suites de quadriques,

par Luocies GODIEAL X,

Membre de Acaddmice,

Résume. - Démonstration nouvelle du théoréme suivant lequel
dans une suite de quadriques dépendant de deux parametres ot telle
que deux quadriques consécutives se touchent en quatre points, ces
points sont caractéristiques pour les deux quadriques.

Nous avons rencontré dans nos recherches de Géométrie pro-
jectivedifférentielle, dessuites de quadriques ... ¥, ¥, W, .4, ...
dépendant de deux parametres u, v telles que deux guadriques
consdéentives se touchent en quatre points. Nous avons démontré,
par voie analvtique, que ces quatre points de contact étalent
caractéristiques pour les deux quadriques, 'enveloppe de celles-ci
ayant une partie commmune lien de ces points (1). Dans cette note,
nous exposons unc nouvelle démonstration de cette propridté,
démonstration qui nous parait plus simple que la précédente.

1. Considérons dans un espace projectif 5; 'hyperquadrique Q
de Klein dont les points représentent les droites d'un espace S,
Soit dans S,

s Xy e Ky Xy Xy oo X, e (L)

une suite de Laplace L, les variables étant #, v et chaque point
étant le transformé dn précédent dans le sens des 2. Nous suppo-
serons que les points de cette suite n’appartiennent pas en général
a I'hyperquadnque Q.

(1} Sur les {ignes asymptotiques d'uie surface ef espace rvéglé (BULLETIN DE
L'Acap. rovY. DE BrrLaigue, 1927, pp. 812-8206, 1928, pp. 31-11). VoIr aussi
notre exposé sur fa théorie des surfaces el Despace végld, AT, sciuxT., n® 138
(TParis, Hermann, 19:51).
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Désignons par Y, le péle par rapport a Q de 'hyperplan
Xp-aX, 1X,X, 1 X, re On sait que le point Y, ddécrit un ré-
seaut conjugué et gu’il définit par conséquent une suite de La-
place L,

\. n_‘,', ey \ !il,

Yoo Yoot oo Yo o (1

ey

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des

71

(N

Deux plans X, X, X,... Y, .Y,Y, ; sont conjugués par
rapport a Q. Désignons par y,, v, les coniques suivant lesquelles
les deux plans coupent respectivement 'hyperquadrique Q. On
sait que les points des coniques vy, v, représentent les deux
systemes de génératrices d'une quadrique ¥, .| de 5, Nous avons
ainst dans 5, une suite de quadriques

U N L SR AN

2. Considérons deux quadriques consécutives ¥,_,, ¥, de
cette suite, quadriques que nous supposerons non dégénérées.

Soient C,, C, les points de rencontre de Ia droite U, U, ., avec
O, D,, D, ceux de la droite V,V, ;.

Les points C,, C, appartiennent aux coniques y,, v,., et il leur
correspond dans S, deux droites ¢, ¢, communes aux quadriques
¥ 1, ¥, De méme, aux points D, 1), correspondent deux droites
d,, d, communes aux deux quadriques ¥, , ¥,. Ces deux qua-
driques se touchent donc aux points ¢,d,,¢,d,, ¢,d,, c.d,. Il s’agit
de démontrer que ces points sont caractéristiques pour les
deux quadriques, c¢’est-a-dire que lorsque #, » varient, les deux
quadriques ont une enveloppe commune touchant les quadriques
aux quatres points considérés.

Nous ferons la démonstration de ce fait pour le poeint ¢4,.

Lorsque # varie, la droite U,U,._; engendre une développable,
le plan tangent a celle-ci le long de cette droite passant par U,.,,
par conséquent la tangente en C; & la courbe u tracée sur la sur-
face (C,) est contenue dans ce plan. D’autre part, elle est tan-
gentc a Q, donc c’est la tangente en C; & la conique y,.,. Cela
signifie que lorsque » varie la droite ¢,, engendre une réglice
(cy), touchant le long de ¢, la quadrique ¥,.
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La tangente en C; 4 la courbe v tracée sur la surface (C,) cst
tangente en ce point a la conique y,. Par conséquent, lorsque #
varie, la droite ¢, engendre une réglée (e¢,), touchant la qua-
drique ¥, ., le long de 4,.

On démontre de méme que lorsque v varie, la droite ¢, engendre
une réglée (d,), touchant ¥, le long de d, et lorsque « varie, une
réglée (d,), touchant la quadrique ¥, | le long de 4.

I en résulte que lorsque 1, 2 varient, les tangentes aux courbes
i, v tracées sur la surface (c,d,) appartiennent aux plans tangents
en oce point aux quadriques ¥, ¥, plans tangents qui sont
confondus. Ces quadriques touchent donc la surface {¢,d,} au
point ¢,d, et cette surface appartient a enveloppe des deux
quadriques.

LLa meéme démonstration est valable pour les points ¢ d,, cd;,
Cotl 5.

Dans la suite de quadrvigues ..., ¥, |, ¥, Y, 1, ..., deux qua-
drigques consécutives se touchent en qualve points dont le lien fail
partie de Uenveloppe des deux quadriguces.

Liege, le 24 novembre 1962,
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