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COMMUNICATIONS DES MEMBRIES

GEOMETRIE ALGEBRIQUL

Remarque sur les variétés algébriques a trois dimensions
dont la surface canonique est d’ordre zéro,

par f.rciEx GOODEATUX,

Membre e MAcaddénue,

Résuné. — Construction d'une variété algébrique O trois dimensions
avant des surfaces canonique et pluricanoniques d'ordre zéro, dont le
diviseur de Scevert est égal 4 deux.

Dans une note antérieurc {1}, nous avons construit des surfaces
algébrigues dont e diviscur de Severt est ¢ - 2, comme inter-
zections, pur des espaces linéaires, de la wvariété des droites
joignant les points de deux variétés de Veronese. D'une mantere
précise, solent 2,, 2, deux variétés de Veronese, 'unce représen-
tant les hyperquadriques d’un espace linéaire & s dimensions,
Uautre les hvperquadriques d'un espace linéaire & 2 dimensions.
La variété £, d'ordre 2%, appartient a4 un espace 2, a M =

m{m + 3) dimensions et la variété 0,, d'ordre 27, appartient

a un espace 2, & N ==

2
atucun point commun, ils apparticnnent a un espace lindaire
a M+ N+ 1 dimensions et les droites s’appuyant sur &2 et £,
forment une variété W,.,. ; & m + 2 + 1t dimensions, d'ordre

i(n = 23) dimensions, S1 2, et 2, n'ont

(M) Une famille de surfaces algébrigques de diviscuy deuy {(BULLETIN DE L'ACA-
DEMIE ROYALE DE BELGIQUE, CL. DES SCIENCcES, 1954, pp. 373-350).
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Lucien Godeaux. — Remarque sur les vaviétés algébyviques

2mam Les sections de cette variété par des espaces lindaires a
M+ N —-m — n + 2 dimensions sont des surfaces de diviseur

o == 2 s1 m et # sont au moins égaux i deux.
Les sections de la variété W, .., par des espaces linéaires
a M-+ N —-m--»n -+ 3 dimensions sont des variétés V, 2 trois

dimensions dont le diviseur de Severi est ¢ = 2 351 1 et # sont au
moins ¢gaux a trois. Lorsque une de ces conditions n’est pas
remplie, les variétés V, possédent des points quadruples et leur
étude doit ¢tre faite a part. Clest ainsi que si m = #n - 2, la
variété Vy a comme sections hyperplanes des surfaces de genre
zéro ¢t de bigenre un ; elle posséde huit points quadruples. Nous
avons obtenu jadis un théoréme général sur les variétés possé-
dant cette propriété (1) et I'exemple gue nous rencontrons ici
nous a paru assez mtéressant pour que nous lul consacrions une
courte note (¥). Le cas olt w2 = 3, # = 2 sera constdéré dans une
note wultérieure.

Dans la présente note, nous étudions le cas wm = # = 3, mais
nous ferons remarquer que nos raisonnements s’étendent immé-
diatement au cas général ot m et z sont supérieurs a trois. L'inté-
rét du cas étudié ici réside dans le fait suivant : La variéié V,
possede des surfaces canonique et pluricanoniques d’ordre zéro
et a le diviscur ¢ = 2. Or, Severi a démontré gu’une surtace
algébrique ayant des courbes canonique et pluricanoniques
d’ordre zéro a le diviseur ¢ = 1 (3). On trouve donc ici, comme
dans tant d’autres questions, une différence dans le passage des
surfaces aux variétés a trois dimensions.

1. Sotent, dans un espace linéaire S;, & 1Y dimensions, deux
espaces lindatres 27, 2, a 9 dimensions ne se rencontrant pas et
d’autre part, un espace linéaire S; a 7 dimensions contenant
deux espaces linéaires oy, o, a trois dimensions ne se rencontrant
pas. Considérons, dans 2,, une variété de Veronese £, représen-

(1) S les vaviélés algébrigques a trois dimensions dont les seclions hyprrvplanes
sont des surfaces de genres zévo el de bigenve un (BUILETIN DE L ACADEMIE ROYALE
DE BRELGIQUE, 1433, pp. 131-1.1)).

{?} Dans le BULLETIN DE La SOCIETE ROYALE DES SCIEXCES DE LIEGE.

{3) SEvERI, La base minvma powr la totalité des courbes tracées sur une surface
algébriqgue (ANNALES ScIENTIFIQUES DE L'EcoLe NorMaLe SUPERIEURE, 1908,
pPp. 419-168).
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a trois dimensions dont la surface canonigue est d’ordre zéro

tant les quadriques de l'espace o, ¢t dans X, une varié¢té deVe-
ronese £2, représentant les quadriques de I'espace o,. Les variétés
Q,, ©,, a trois dimensions, sont d’ordre huit.

A un peint P, de £2, correspond un point P; de o, ct & un point
P, de £, correspond un point P, de o,. A la droite g = P,P,,
correspond la droite g’ = P;P; ¢t réeiproquement. Donc a la
variété W3 licu des droites s’appuyant sur les variétés £2,, £,
correspond la variété des droites s’appuvant sur o, o,, c’est-a-
dire tout l'espace S,.

Désignons par vq, V4, Ve, Vi, Z0, 21, %, 23 les coordonndes des
points de S; de telle sorte que z, = z;, = 2z, = 25 == 0 solent les
équations de o, et vq = v, = 3, = v; = 0 celles de o,. En posant

i

Yo = YVi = ViV, L = S8 = 5, (4, R=0, 1, 2, 3),

on peut prendre pour ¢quations de £, celles que 'on obtient en
écrivant que la matrice (Y,;) est de caractéristique un jointes a
Z.:x = 0 ¢t pour équations de £2, celles que 'on obtient en éerivant
que la matrice (Z;,) est de caractéristique un jomtes & Y, = 0.

Les équations de la variété W3 seront done obtenues en éeri-
vant que les ddé¢terminants

[ 6 r b4 T : B e - :
| Yoo Yo Yoo Yes! : Zoo ZLow Zox o :
| 7 - T - ' - - !
Yo Yo Yo Yy _ Loy Ly Tay Ly
‘ — ()] [ U
1 T v T r r H
D Yo Yz Yoo Yoy | Loy Zyy Zny Zopg
Yoz Yis Yoy Yy Zos Tas Loy Loy

sont de caractéristique un.

Observons qu’a un point (Y, Z) de W3 correspondent dans 5.
les points (v, 2} et (v, — z). L’homographic biaxiale harmonigue
H, d’équations

Viiz =y, — 2 G, h=10,1,213)

dont les axes ponctuels sont les espaces gy, o, engendre dans S5, une
involution I dont les couples sont représentés par la variété Wit
Aux !® hyperquadriques de S; ne passant pas par oy, os.

E'/\g;,-j!fy;.- ~+- Z}Lik-‘?izk == 0 (1 )
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Fucien Godeaux. - Remarque sur les variétés algébrigues

correspondent les scctions hyperplanes
A.):)‘A.z'lrl-\:rﬂl —i— ZH'J'J'.'ZE'.’.‘ = “

de WP
It existe, dans 5., oc?® hvperquadriques passant par o, oy ;
elles ont pour dquation

2/\5 .i'\'}"l ,;Z,l. — 'D (2)

Une de ces hyperquadriques est rencontrée par six hyperqua-
driques du systeme (1) linéairement indépendantes en 27points,
donc il lui correspond sur Wi% une variété réglée a six dimensions,
wo'. dordre 64, En élevant les deux membres de Iéquation (2)
an carrd, on obtient

A0 Y L, =, (3)

donc la variété wg' appartient & une hypergnadrique de S,
passant par les cspaces 2y, 2,. L'hyperquadrique (3) touche la
ratidtée W e long de la variété wy' et passe d’ailleurs par les
variétés 2, £, qui sont octuples pour Wit

2. Considérons dans Vespace S, la variété Vi° 4 trois dimensions
ot d'ordre 16 mtersection de qquatre hvperquadriques ne passant
pas par les espaces ¢t dont nous éerirons les équations

Zailve, - Xy, o= 0, (r--0,1,2,3).

Fa variété Vi° ne rencontre pas les espaces oy, oy et est transfor-
mdée en sol par 'homographie H. Celle-ci engendre donc sur la
variété une involution I privée de points unis.

L'image de I'involution T' sur la variété Wit est 'intersection
de cette variété par les hvperplans

S&,E-}:’ o Ebgi{;zm = 0, (r =10,1, 2, 3,

¢’est-d-dire une variété V§ situde dans un espace linéaire S, a
quinze dimenslons, imtersection de ces quatre hyperplans, La
rariété Vi ne rencontre pas les variétés de Veronese £2,, £2,.

Une section hyperplane de la variété V3! est une surface G
intersection de quatre hyperquadriques dans un cspace 4 six
imensions. On sait qu'une telle surface a pour courbes canoni-
ques ses sections hvperplanes. La surface Gj a donc les genres

po o= py=T1, ]b{]] = 17.
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a trots dimensions downt la surface canonique est d’ovdve zéro

On conclut de tout ceci que sur la variété V;* le systeme |Gyl
des scctions hyperplanes est son propre adjoint et que par consé-
quent la surface canoniguc ct les surfaces pluricanoniques de la
variété N3¢ sont d’ordve zévo.

On obscrvera que la surface Gy n’appartient a I'involution I’
que st son hyperplan passe par o; ou par o,.

Considérons maintenant la section de V3® par une hyperqua-
drique du systeme (1). On obtient une surface Ify d’ordre 32 sur
faquelle le systeme canonique est découpé par les hyperquadri-
ques. Les genres Fy sont donc p, = $, = 31, s = 129. ILa
surface I7, appartient a 'involution I' privée de points unis,
dont la surface F qui la représente sur Ja variété Vi a les genres
b, =2, =15, p) = 65,

La surface T, est une scction hyperplane de la variété vV
et puisque le systéme canonique de I7; est découpé par les hyper-
quadriques, celui de la surface F, est découpé par les hyper-
plans de S;5. En d’autres termes, le systéme |Fgy| des sections
hyperplanes de V3! est son propre adjoint. Par suite, la surface
canoniqite cf les suvfaces pluricanoniques de V3! soni d’orvdre zévo.

Envisageons maintenant la section de la variété VI® par unec
hyperquadrique du systéme {2). C'est une surface ) d’ordre 32
sur laguelle le svsteme canonique est découpé par les hvperqua-
drigues ¢t qgui a donc les genres p, = p, = 31, pU = 124
comme les surfaces F,

La surface [F] est transfornde en soi par 'homographie H et
ne contient avcun point uni e cette homographie. Il en résulte
qu'a la surface F; correspond sur Vi' une surface If de genres
pa == p, = 15, pi1" = G5, Qordre 64,

D’autre part, i existe une hyperguadrique {3) touchant la
variété V' le long d'une surface F;. On en conclut que l'on a

et que la variété Vi a le diviseur de Severt o =

comme le systéme |Fyi, la dimension 15.

Le systeme |19,0 a,
Les intersections de deux surfaces Fi, ou de deux surfaces If,
ou d'une surface F, et d'une surface I, sont des courbes de

genre 65 ¢t le systeme |F1 est également son propre adjoint.

SCIENCES. — 1962, — 903 — 6



Lucien Godeanx. — Remarque sur les variétés algébrigues

3. Considérons une surface G, découpée sur Vi par un hyper-

plan passant par o;. C’est, comme la surface G, considérée plus
haut, une surface dont les sections hyperplanes sont les courbes
canoniques (p, = p, == 7, p©* == 17). La surface G; est transfor-
mée en soi par 'homographie H ¢t contient done une involution
du second ordre privée de points unis. Il Iui correspond donc,
sar la variété V& une surface G,, d'ordre 32, de genres p, = p,
= 5, ¥ = 9. Cette surface appartient 4 un systéme linéaire
|G4!, de dimension trois, qui est son propre adjoint.

La section de V§* par un espace lindaire 2 cing dimensions
passant par o; est une courbe de genre 17. Il lui correspond
sur V5§ une courbe d’erdre 16 et de genre neuf qui est une courbe
canonigue de chacune des surfaces Gy qui la contient.

La courbe section de cing hyperquadriques d’un espace li-
néaire a six dimensions étant de genre 19, les secttons hyper-
planes des surfaces G, sont de genre 25.

IEn considérant les sections de V¥ par des hyperplans passant

oy, on voit qu'il leur correspond sur Vit des surfaces G, ¢ordre 32

ct de genrcs p, = p, = 3, pV == 9, & sections hyperplanes de
genre 25, lormant un systéme linéaire |G,!, de dimension treis,
qui est son propre adjomnt,

Dans S,, ensemble d’un hyperplan passant par o; ¢t d'un
hyperplan passant par o, cst unc hyperquadrique du systéme (2).
On cn déduit qu'il existe un hyperplan touchant o variété V¥
le long d'une surface (; et un hyperplan la touchant suivant
une surface (r,.

On a donc

4. Aux scctions de Vi® par des cones du second ordre de sommet
oy correspondent  des scctions hyperplanes de la variété Vi
appartenant au systeme [2G;|. On en conclit qu'unce surface G,
appartient a <o® hyperplans coupant encore la vari¢té suivant
des surfaces G,. Par consédquent nne surfaces G appartient & un
espace Sp; a onze dimension:. Il en est de méme des surfaces G,
Désignons par C, unec courbe intersection de deux surfaces (.
Par un espace linéaire & cing dimensions contenant o, dans 5,
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a trois dimensions dont la surface canonique est d’ordre zéro

passent oc® hyperquadriques conigques de sommet oy, donc par
la courbe C; passent sept sections hyperplanes de V3§ linéaire-
ment indépendantes. La courbe C) appartient done & un espace
linéaire & huit dimensions, I en résulte que les sections hyper-
planes d'une courbe C; forment la séric canonique de cette courbe.

Les courbes C,, intersections de deux surfaces G, ont les mémes
propriétés.

Sur V3®, une surface G, et une surface Gy se rencontrent suivant
une courbe de genre 17, donc une surface G, et une surface G,
sur V3! suivant une courbe de genre neuf. Cela résulte d’ailleurs
du fait que les systémes 2G| et |2G,| coincident et que par con-
séquent les courbes (Gy, Gy), (Gy, Gol, (Gy, Go) ont le méme genre.

Les systéemes |G, |, |G,| ont le degré huit.

Liege, le 10 octobre 1962,
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