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DETERMINATION DES CONGRUENCES LINEAIRES
DE CUBIQUES GAUCHES S’APPUYANT EN CINQ POINTS
SUR UNE CUBIQUE GAUCHE FIXE.

Par M. Lucien Godeaux (Liége).

Adunanza del 26 marzo 911,

La détermination des différents types de congruences lintaires de cubiques gauches,
se raméne, comme M. STuyvaert I'a montré *), 4 la construction de réseaux de courbes
planes de degré (effectif) un. Il peut arriver que cette détermination puisse se faire
plus aisément lorsque l'on impose quelques conditions supplémentaires aux courbes de
la congruence, par exemple si 'on assujetit ces courbes 4 sappuyer en plusieurs points
sur une courbe donnée (courbe singuliere). C’est 4 un pareil probléme que nous nous
attacherons ici.

Les cubiques gauches s’appuyant en cing points variables sur une cubique gauche
fixe sont en nombre septuplement infini; nous déterminons ici toutes les congruences
linéaires (c’est-d-dire d’ordre un) formées par des pareilles courbes. La méthode employ¢e
est trés simple et peut du reste étre appliquée & d’autres problémes du méme genre.

Pour chaque congruence & laquelle nous arrivons, nous donnons la configuration
formée par les lignes singuliéres, mais nous n’excluons évidemment pas les cas o cer-
taines de ces lignes se scindent en plusieurs courbes.

1. Soit ' une cubique gauche fixe. Une quadrique Q passant par T et une surface
cubique F passant également par T ont encore en commun une cubique gauche y s’ap-
puyant en cinq points sur T' et dont la position dépend donc de sept parametres.

Désignons par | Q| le réseau formé par les quadriques circonscrites 4 T' et par
| F| un systtme linéaire cinq fois infini formé par des surfaces cubiques contenant aussi
la courbe T. On supposera de plus que le systtme | F| ne posséde pas de points-base
en dehors de T.

Une cubique gauche y, s'appuyant en cinq points sur la courbe I' détermine une
et une seule surface de chacun des systémes | Q|, | F| et, inversement, une quadrique
de | Q| et une surface cubique de | F| déterminent une et une seule courbe .

Cette remarque élémentaire va nous permettre de déterminer toutes les congruences
linéaires formées par des cubiques Y.

1) M. STUYVAERT, Cing études de Geoméirie analytigus (Gand, Van Goethem, 1908), 2tme ¢tude.
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2. Considérons une congruence linéaire G formée par des cubiques gauches y
s’appuyant en cinq points sur la courbe I'. Chacune des courbes de G détermine une
et une seule surface de chacun des systémes | QJ, |F|[; il peut se faire que les qua-
driques Q (ou les surfaces cubiques F) déterminées par toutes les ‘courbes de la con-
gruence G forment un systéme doublement infini ou un systéme simplement infini.
Nous sommes donc amenés 4 répartir les congruences telles que G en quatre catégories:

@) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d’un systéme
simplement infini @, et des surfaces cubiques d’un systtme simplement infini X .

b) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d’un systéme
simplement infini @ et des surfaces cubiques d’un systeme doublement infini X .

¢) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d’un systeme
doublement infini ©, (coincident avec le réseau | Q1) et des surfaces cubiques d’un
systtme simplement infini X .

d) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d’un systéme
doublement infini (réseau) O, et des surfaces cubiques d’un syst¢me doublement infini X, .

Nous allons examiner ces cas séparément. Nous désignerons respectivement par
G,, G,, G, G, les congruénces de chacune des catégories établies.

‘3. Congruerices de la premidre catdgorie. — Soit G, une congruence linéaire dont fes
courbes sont les intersections des quadriques d’un systéme @, et des surfaces cubiques
d’un systeme I .

Si u, n, sont respectivement les indices des systtmes © , X, par un point P de
Pespace passent n n, courbes de G,, par suite n, = n, =1 et les systémes ©,, X
sont des faisceaux.

I

La base du faisceau ®, est constituée par une bisécante de T et par cette courbe;
la base de X est constituée par T et par une courbe -du sixitme ordre et de genre
trois s’appuyant en huit points sur T. Il est facile de voir que toute courbe y de G
sappuye une fois sur la bisécante de ' et quatre fois sur la courbe du sixiéme ordre.

Une congruence de la premiére catégorie est constituée par les cubiques gauches s’ap-
puyant en cing points sur une cubigue gauche T, en quatre points sur une sextique gauche
de genre trois s’appuyant huit fois sur T, et enfin en un point sur une bisécante de T.

Une telle congruence a été rencontrée par M. StTuvvaert dans ses belles Etudes
de Géométrie analytique *). J'ai démontré récemment quelle se raméne, par une trans-
formation birationnelle convenable, 4 une congruence bilinéaire de droites ).

4. Congruences de la seconde catégorie. — Soit C, une congruence dont les éléments
(courbes y) sont les intersections des quadriques d’un systéme simplement infini @,
et des surfaces cubiques d’un systéme doublement infini X,. Chaque quadrique de ©,
porte un nombre simplement infini de cubiques gauches de G,; donc, pour que cette

#H Loc. cit. 1), pp. 112-113.
3) GODEAUX, Sur la quatriéme congruence de cubiques gauches de M. STUYVAERT [Nouvelles Annales
de Mathématiques, IV® série, tome XI (1911), pp. 1-171.
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congruence soit linéaire, il faut que ®, soit un faisceau et que les courbes de G, situées
sur une surface de ce faisceau forment ellessmémes un faisceau.

Les surfaces F de X, qui déterminent les courbes de G, sur une quadrique Q de
@, forment un faisceau, car Q ne peut pas faire partie de Penveloppe du systeme oo’
formé par ces surfaces F. Ainsi, le systéme X contient o' faisceaux de surfaces. Une
quadrique de @, détermine un seul de ces faisceaux, mais un de ceux-ci peut étre dé-
terminé par un certain nombre v de quadriques. Pour caractériser complétement le
systtme 2, il suffit de représenter les surfaces du systtme |F| par les points d’un
espace linéaire 4 cinq dimensions; aux surfaces de X correspondent alors les points
d’une surface réglée.

Passons maintenant 4 la détermination des points singuliers de la congruence G,.

La base du faisceau ©, est formée par I et une bisécante a de cette courbe; toute
courbe de G, sappuie évidemment une fois sur la droite a.

Les surfaces de % déterminant sur une quadrique Q de @, les courbes de G,,
ont en commun une courbe gauche C du sixitme ordrc et de genre trois (en dehors
de T). Cette courbe C rencontre la surface Q, en dehors de T, en quatre points qui
sont évidemment singuliers pour G,. Désignons par @ la surface engendrée par les
courbes C relatives 3 tous les faisceaux de surfaces F contenus dans X,. La surface ®
a nécessaitement un ordre multiple de trois, 3#, et passe n fois par T.

Deux cas peuvent se présenter:

a) La courbe C ne s’appuic généralement pas sur la droite .

b) La courbe C s’appuie constamment sur a (nécessairement en un seul point).

Dans le premier cas, le lieu des points de rencontre des quadriques de ©, et des
courbes C de @ correspondantes est une courbe gauche (généralement) 4 d'ordre m
sappuyant p fois sur I' et ayant »' points multiples d’ordre v sur la droite a. Les
nombres m, n', p,-v sont d’ailleurs liés par la relation

am=n'v 4+ p -+ 4,
exprimant que la courbe A rencontre une quadrique de @, en quatre points variables.

Une congruence de la seconde catégoric est constituée par les cubiques gauches s ap-
puyant en cing points sur unc cubique gauche T, en un point sur une bisécante a de U
et en quaire points sur une courbe d’ordre m ayant w' points mmltiples dordre v sur a
et 2m —n'v — 4 points sur I

Passons 4 Pexamen du second cas /). La courbe que nous venons de désigner
par A se décomposera en une courbe 4’ ct en la droite a comptée v fois. La courbe
A’ sera donc d’ordre m — v; elle aura encore p points sur la cubique gauche 1"

La droite a appartient généralement comme droite simple 4 la surface @, car sur
cette surface, les courbes C forment un faisceau, par suite 4’ s’appuie en 7 -1 points
sur a. Chacun de ces points d’appui est d’ailleurs multiple d’indice v.

En exprimant que les quadriques de ®, rencontrent encore la courbe A4’ en trois
points en dehors de T et de 4, on trouve la relation:

am=(n43)v+p+3
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Une congruence de la seconde catégorie est constitude par les cubiques gauches s'ap-
puyant en cing points sur une cubigue gauche T, en un point sur une bisécante a de T
et en trois points sur une courbe d’ordre m — v sSappuyant en n - 1 points multiples
dordre v sur a et en 2m — (n == 3)v — 3 points sur T. De plus, les cubiques de la
congruence passant par un point fixe de la droite a se distribuent en v faisceanx situds
chacun sur une gnadrique passant par T et a; une pareille quadrique ne contienl qu’un
senl faiscean de courbes de la congruence.

Une des congruences de M. STuYvaerT rentre dans ce dernier cas *).

5. Condruences de la trolsidme catégorie, — Soit G une congruence lintaire dont
les éléments se distribuent sur les surfaces cubique d’un systéme simplement infini X
et sur les quadriques d’un réseau @,.

Tl est d’abord évident que chaque surface de X, contient co' courbes de G| et que
pour que la congruence soit linéaire, =, doit étre un faisceau et que les courbes de
G, situées sur 'une de ces surfaces forment aussi un faisceau. Ce faisceau ne peut
étre déterminé sur une surface donnée F de T, que par un faisceau de quadriques
de ©,. Désignons par 4 la droite qui, avec T, compléte la base de ce faisceau de qua-
driques. Le lieu de o est une surface réglée W d’un certain ordre 21 passant n fois
par T. Chaque surface du faiscean X, détermine une droite de W, mais, inversement,
une droite de W peut provenir d’un certain nombre v de surfaces de = . Une droite
a de W rencontre une des surfaces F de = dont elle provient en un seul point en
dehors de T'; les cubiques de G, situées sur F passent évidemment toutes par ce point,
qui est donc singulier par la congruence.

Le faisceau = a pour base une courbe du neuviéme ordre composée de la cubi-
que T et d’'une courbe gauche C du sixieme ordre et du genre trois s’appuyant en
huit points sur T. Toute courbe de G, s’appuie généralement en quatre points sur
cette sextique C qui est donc une courbe singulitre de la congruence.

Nous avons vu que, sur chaque surface F de X, se trouve un point singulier
déterminé par la droite correspondante de W. Désignons ce point par P; deux cas
peuvent se présenter:

a) Le point P ne se trouve qu’exceptionnellement sur la courbe C.

b) Le point P se trouve toujours sur C.

Dans le premier cas, le lieu du point P est une certaine courbe 4, d’'un certain
ordre m et sappuyant p fois sur T, ¢ fois sur C. La courbe 4 étant entierement sur
la surface ¥, on a évidemment:

g=12n—8u = 4n

Chacun des 4# points d’appui de 4 sur C est évidemment multiple d’indice v
pour 4.

En exprimant qu'une surface de X, rencontre A en un seul point variable, on

4) GODEAUX, Sur la cinquiéme congruence de cubiques gauches de M. Stuyvarrr [Bulletine de la
classe des Sciences de I'’Académie Royale de Belgique, année 1911, pp. 371-375].

Rend. Cire. Matem. Pajermo, t. XXXH (2° sem. 1911). -— Stampato il 30 serrembre rg11. 3;
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trouve la relation:
3m = 4nv-+p-41.

Une congruence de la troisieme catégorie est formée par Uensemble des cubiques gau-
ches s appuyant en cing points sur une cubique gauche T, en quatre points sur une courbe
gauche C du sixiéme ordre et de genre trois sappuyant huit fois sur T et en un point
sur wne courbe dordre m ayant yn points multiples dordre v sur C et 3m-—gnv—1
points sur T.

Dans le second «cas, le lieu de P est la courbe C, et 'ordre de la surface W est
nécessairement 27 == 8. La réglée W est alors de genre trois.

Une congruence de la troisiéme catégorie est formée par les cubiques gauches s’appuyant
en cing points sur une cubique gauche U et en quatre points sur une sextique de genre
trois, C, sappuyant huit fois sur T, mais de maniere que les cubiques de la congruence
passant par un point de C se¢ distribuent en v faisceaux situés chacun sur une surface
cubique passant par U et C, unc pareille surface ne contenant jamais qu'un faisceau de
courbes de la congruence.

Jétais déja arrivé par une autre voie  ces conguences °).

6. Congruences de la quatridme catégorie. — Soit G, une congruence dont les courbes
sont des intersections des quadriques d’un réseau ©, et des surfaces cubiques d’un
systtme doublement infini X, .

Considérons un faisceau de quadriques de @,. La base de ce faisceau est constituée
par la courbe I' et une de ses bisécantes 4. Les surfaces de X qui déterminent sur
les quadriques de ce faisceau des courbes de G, sont évidemment en nombre simple-
ment infini et forment un systtme 3’ d’un certain indice v. Pour que la congruence
G, soit d’ordre un, il faut que la droite a fasse v — 1 fois partie de 'enveloppe de
I'; or si v X\ 2, toutes les surfaces de 3’ contiendront la droite 4 et on n’aura plus
une congruence de cubiques gauches. Par suite, on doit avoir v = 1.

Le systtme X, comprenant co® faisceaux 2, ne peut étre qu’un réseau.

Supposons qu’une quadrique de @, contient i1, courbes de G, (appartenant 4 un
faisceau) et qu'une surface de X, en contienne p., (appartenant aussi & un faisceau).

Reprenons Pexamen du faisceau de quadriques passant par a et du faisceau %’
déterminant sur ces quadriques les courbes de G,. Par un point de a passe une sut-
face de X', sur cette surface se trouvent p., courbes de G, qui sont nécessairement
marquées par des quadriques passant par a. Mais alors par le point choisi passent p,
courbes de la congruence et celle-ci étant lincaire, on a p, = 1. De méme, p, = 1.

Nous voyons ainsi que la congruence G, est le lieu des intersections des éléments
correspondant d’un réscau ©* de quadriques homographique 4 un réseau de surfaces
cubiques X,.

Il peut se faire que par un point de I'espace il passe une infinité de quadriques
de ©, et de surfaces de X, correspondantes, ce point est singulier pour G,. On peut
déterminer le lieu de ces points de la maniere suivante:

5} Loc. cit. 3),
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Soient

(8. LI S RN
(22) )\l di + )\zf}c + )\;gi = O,

les équations des téseaux O, et £,. Le lieu des points singuliers est évidemment repré-

I

0,

senté par les équations

a b
. f

Cette matrice représente une courbe du dix-neuvieéme ordre, mais tout point de la
courbe I' annule chaque élément de la matrice; donc T est comprise trois fois dans la
courbe du dix-neuvieme ordre et le lieu cherché est donc une courbe C du dixieme

An}

|

== 0.

og
B oW e 2

ordre.
Les surfaces (d’ordre cinq) du résean

1

AT U
2 2 2 .
@ b =o
3 3 3
i dx .fx gx

passent simplement par C et doublement par T, deux de ces surfaces ont encore en
commun une courbe de la congruence G,; celleci sappuie donc en cing points sur
C, et par snite C s’appuie en quinze points sur la courbe T.

La congruence de la quatriéme catégorie est le lien des cubiques gauches s’appuyant
en cing points sur une cubique gauche T et en cing points sur une courbe du dixitnie
ordre s’appuyant quinze fois sur T.

Li¢ge, 1°7 février 1911,

LucieN GoDEAUX.




