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I)I~TERMINATION DES CONGRUENCES LINI~AIRES 
DE CUBIQUES GAUCHES S'APPUYANT EN CINQ POINTS 

SUR Ub~E CUBIQUE GAUCHE FIXE. 

Par M. Luoien 6o.deaux (Liege). 

Adunanza del 26 marzo t g t t ,  

La d&ermination des diff&ents types de congruences lin&ires de cubiques gauches~ 
se famine, comme M. STt0YVAet~T l'a montr~ ~), ~l la construction de r&eaux de courbes 
planes de degr+ (effectif) un. I1 peut arriver que cette d&ermination puisse se faire 
plus ais+ment lorsque l'on impose quelques conditions suppl+mentaires aux courbes de 
la congruence, par exemple si l'on assujetit ces courbes ~i s'appuyer en plusieurs points 
sur une courbe donn& (courbe singuli&e). C'est ~ un pardi probl6me qne nous nous 

attacherons ici. 
Les cubiques gauches s'appuyant en cinq points variables sur une cubique gauche 

fixe sont en nombre septuplement infini; nous d&erminons ici routes les congruences 
lin+aires (c'est-s d'ordre un) form&s par des pareilles courbes. La m&hode employ6e 
est tr6s simple et peut du reste &re appliqu& ~t d'autres probl6mes du m~me genre. 

Pour chaqne congruence ~t laquelle nous arrivons, nous donnons la configuration 
form& par les lignes singuli6res, mais nous n'excluons &idemment pas les cas oll cer- 
taines de ces lignes se scindent en plusieurs courbes. 

L Soit I' une cubique gauche fixe. Une quadrique Q passant par r et une surface 
cubique F passant ~galement par I" out encore en commun une cubique gauche T s'ap- 
puyant en cinq points sur P e t  dont la position d6pend donc de sept param&res. 

D~signons par [QI le r&eau form+ par les quadriques circonscrites ~. I' et par 
I Fi un syst~me lin~aire cinq lois infini form+ par des surfaces cubiques contenant aussi 
la courbe P. On supposera de plus que le syst~me IF] ne poss6de pas de points-base 

en dehors de r.  
Une cubique gauche 7, s'appuyant en dnq points sur la courbe P d&ermine une 

et une seule surface de chacun des syst~mes 1 21, IF[ et, inversement, une quadrique 
de ]Q]  et une surface cubique de iF] d&erminent une et une seule courbe T. 

Cette remarque 61~mentaire va nous permettre de d&erminer toutes les congruences 

lin~aires form&s par des cubiques T" 

I) m. STUYVAERT, Ci?l~ dtudes de Gdomdtrie analytique (Gand, Van Goethem, 19o8 ), 2~me &ude. 
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2. Consid6rons une congruence lin6aire G form6e 'par des cubiques gauches ,( 
s'appuyant en cinq points sur la courbe P. Chacune des courbes de G d6termine une 
et une seule surface de chacun des syst6mes ]Q[, IF[; il peut se faire que les qua- 
driques Q (ou les surfaces cubiques F) d6termin6es par toutes les courbes de la con- 
gruence G forment un syst6me doublement infini ou un syst6me simplement infini. 
Nous sommes donc amen6s ,~ r6partir les congruences telles que G en quatre cat6gories: 

a) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d'un syst~me 
simplement infini O, et des surfaces cubiques d'un syst6me simplement infini X,. 

b) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d'un systhme 
simplement infini O et des surfaces cubiques d'un systhme doublement infini X .  

c) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d'un syst6me 
doublement infini O~ (coincident avec le r6seau !Q I )e t  des surfaces cubiques d'un 
syst6me simplement infini x,. 

d) Congruences dont les courbes sont les intersections des quadriques d'un syst~me 
doublement infini (r6seau) O, et des surfaces cubiques d'un syst6me doublement infini x .  

Nous allons examiner ces cas s6par6ment. Nous d6signerons respectivement par 
G ,  G~, G~, G ,  les congruences de chacune des cat6gories 6tablies. 

-3. Con~,ruenoes de la premiere eat~gorie. - -  Soit G, une congruence lin~aire dont tes 
courbes sont les intersections des quadriques d'un syst~me O et des surfaces cubiques 
d'un syst~me x .  

Si n ,  n sont respectivement les indices des syst~mes ~ ,  x;, par un point P de 
l'espace passent n n_. courbes de G ,  par suite n, ---- n = I et les syst~mes O ,  X 

sont des faisceaux. 
La base du faisceau O~ est constitute par une bis6cante de U et par cette cour.be; 

ta base de x est constitute par [" et par une courbe du sixi~me ordre et de genre 
trois s'appuyant en huit points sur F. II est facile de voir que toute courbe y de G, 
s'appuye une lois sur la bis6cante de 1" et quatre fo~s sur la courbe du sixi~me ordre. 

Une congruence de la premiere catdgorie est constitude par les cubiques gauches s'ap- 
puyant en cinq points sur une cubique ~aucbe F, en quatre points sur une sextique gauche 
de genre trois s'appuyant huit fois snr F, et enfin en un point sur une bisdcante de F. 

Une telle congruence a 6t~ rencontr~e par M. STUVVAE~T dans ses belles Etudes 

de Gdomgtrie analytique ~). J'ai d6montr+ r+cemment qu'elle se ram~ne, par une trans- 
formation birationnelle convenable, ~ une congruence bilin+aire de droites a). 

4. Oongruenoea de la seoonde oat~gorie.- Soit C~ une congruence dont les ~l~ments 
(courbes 7) sont les intersections des quadriques d'un syst~me simplement infini O, 
et des surfaces cubiques d'un syst6me doublement infini X,_. Chaque quadrique de O 
porte un nombre simplement infini de cubiques gauches de G,; donc, pour que cette 

3) Loc. cir. x), pp. it2.ti3. 
a) GODEAUX, Sur la quatri~me congruence de cubiques gaucbes de M. STUYVAERT [Nouvelles Annates 

de Math~matiques, IV e s~rie, tome XI (t9ti), pp. 1-17]. 
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congruence soit lin+aire, il faut que O soit un faisceau et que les courbes de G~ sku~es 
sur une surface de ce faisceau forment elles-m~mes un faisceau. 

Les surfaces F de x= qui d&erminent les courbes de G 2 sur une quadrique Q de 
o fbrment un faisceau, car Q ne peut pas fake pattie de l'enveloppe du syst~me oo' 
form+ par ces surfaces F. Ainsi, le syst~me v confient oo' faisceaux de surfaces. Une 

quadrique de O d&ermine un seul de ces faisceaux, mais un de ceux-ci peut ~tre dg 
terrain+ par un certain nombre ,  de quadriques. Pour caract~riser compl~tement le 
syst6me ~ ,  il suffit de repr+senter les surfaces du syst~me ]F] par les points d'un 

espace lin6aire ~ cinq dimensions; aux surfaces de x correspondent alors les points 

d'une surface r~gl6e. 
Passons maintenant A la d+termination des points singuliers de la congruence G~. 
La base du faisceau O est fortune par 1" et une bis+cante a d~ cette courbe; toute 

courbe de G, s'appuie +videmment une lois sur la droite a. 
Les surfaces de X d~terminant sur une quadrique Q de % les courbes de G~, 

ont en commun une courbe gauche C du sixi6me ordrc et de genre trois (en dehors 

de 1"). Cette courbe C rencontre la surface (2, en dehors de F, en quatre points qui 
sont +videmment singuliers pour G~. Dbsignons par * la surface engendr& par les 

courbes C relatives ~ tousles faisceaux de surfaces F contenus dans X .  La surface 

a n+cessairement un ordre multiple de trois, 3 n, et passe n lois par F. 

Deux cas peuvent se presenter: 
a) La courbe C ne s'appuie g~n&alement pas sur la droite a. 
b) La courbe C s'appuie constamment sur a (n&essairement en un seul point). 

Dans le premier cas, le lieu des points de rencontre des quadriques de o et des 
courbes C de * correspondantes est une courbe gauche (g~n&alement) A d'ordre m 
s'appuyant p lois sur r et ayant n' points multiples d'ordrc ~ sur la droite a. Les 

nombres m, n', p , v  sont d'ailleurs li~s par la relation 

2m = . ' ~  + p  + 4, 

exprimant que la courbe .4 rencontre une quadrique de 0 en quatre points variables. 
Une congruence de la seconde catggorie est constituge par les cnbiques gauches s'ap- 

puyant en cinq points sur une cubique gauche r, en un point sur nne bisgcante a de r 

et en quatre points sur une courbe d'ordre m ayant n' points multiples d'ordre '* sur a 

et 2 m ~ n ' v - -  4 points sur F. 
Passons 2t l'examen du second cas b). La courbe que nous venons de d~signer 

par A se d&omposera en une courbe A' et en la droite a compt~e v lois. La courbe 

d '  sera done d'ordre m ~ ~; die aura encore p points sur la cubique gauche |'. 

La droite a appartient g~n6ralement comme droite simple ~ la surface ~, car sur 

cette surface, les courbes C forment un faisceau, par suite A' s'appuie en n + i points 
sur a. Chacun de ces points d'appui est d'ailleurs multiple d'indice v. 

En exprimant que les quadriques de O rencontrent encore la courbe A' en trois 

points en dehors de 1 ~ et de a, on trouve la relation: 

2m = (n + + p + s. 
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Une congruence de la seconde catggorie est constituge par tes cubiques gauclJes s'ap- 

pnyant en cinq points sur une cubiqne gauche F, en Un point sur une bisgcante a de F 

et en trois points sur une courbe d'ordre m - -  v s'appuyant en n ~t_ I points multiples 

d'ordre ~ sur a e t  en 2 r e - - ( n +  3)~ ~ 3  points s u r r .  De plus, les cubiques de la 

congru.ence passant pat" un point fixe de la droite a se distribuent en v faisceaux sitm's 

chacun sur une qnadriqne passant par r et a; une pareille quadrique n: coutieu! qu'ml 

senl faiscean de courbes de la congruence. 
Une des congruences de M. Sa'~w~R'r rentre darts ce dernier cas 4). 

5. Con~ruenoes de /a trolai~me cat~a, or ie , - -So i t  G une congruence lin~aire dont 

les ~l~ments se distribuent sur les surfaces cubique d'un syst~me simplement infiui Z 

et sur les quadriques d'un r~seau O .  
II est d'abord ~vident que chaque surface de Z, contient co' courbes de G e t  que 

pour que la congruence soit fin&ire, s doit ~tre un faisceau et que les courbes de 

G, situ~es sur l'une de ces surfaces forment aussi un faisceau. Ce faisceau ne pent 

~tre d+termin~ sur une surface donn& F de Y-que par un faisceau de quadrique~ 

de O .  D+signons par a la droite qui, avec I', compl~te la base de ce faisceau de qna- 

driques. Le lieu de a est une surface r+gl& �9 d'un certain ordre 2n passant lz fois 

par F. Chaque surface du faisceau Z d~termine une droite de iF, mais, ~nversement, 

une droite de W peut provenir d'un certain nombre v de surfaces de Z .  Une droite 

a de iF rencontre une des surfaces F de ~, dont elle provient en un seul point en 

dehors de I'; les cubiques de G~ situ~es sur F passent ~videmment toutes par ce point, 

qui est donc singulier par la congruence. 

Le faisceau ~ a pour base une courbe du neuvi~me ordre compos+e de la cubi- 

que l' et d'une courbe gauche C du sixi~me ordre et du genre trois s'appuyant en 
huit points sur F. Toute courbe de G~ s'appuie g~n~ralement en quatre points sur 

cette sextique C qui est donc une courbe singuli~re de la congruence. 
Nous avons vu que, sur chaque surface F de z ,  se trouve tin point singulier 

d&ermin~ par la droite correspondante de iF. D+signons ce point par P; deux cas 
peuvent se presenter: 

a) Le point P ne se trouve qu'exceptionnellement sur la courbe C. 
b) Le point P se trouve toujours sur C. 
Dans te premier cas, le lieu du point P e s t  une certaine courbe A, d'un certai~ 

ordre m e t  s'appuyant p fois sur r, q fois sur C. La courbe A &ant enti~rement sur 
la surface iF, on a &idemment: 

q ' - -  I 2 n ~ S n  ~ 4 n .  

Chacun des 4n points d'appui de A sur C est ~videmment multiple d'indice v 
pour _4. 

En exprimant qu'une surface de v rencontre A en un ~eul point variable, o~x 

4) GODEAUX, Sur la cinqui~me congruence de cubiques Eauches de M. STUYVAER2' [Bulletin~ tic la 

c[asse des Sciences de l 'Acad~mie Royale de Belgique, ann ie  r9 I I ,  pp. 371-375]. 

Re~r Cite, Martin. Palermo, t. XXXII (a ~ ~)m. Igll),--Stamp,ttu il )o set~mbre tgal. 3; 
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trouve la relation: 
3m = 4n~ + p  + x. 

Une congruence de Ia troisibue catggorie est formge par l'ensemble des cubiques gau- 
cbes s'appuyant en cinq points sur une cubique gauche P, en quatre points sur une courbe 

gauche C du sixikme ordre et de genre trois s'appuyant hnit lois s u r r  et en un point 

sur uue courbe d'ordre m ayant 4 n points multiples d'ordre ~ sur C et 3 m - -  4 n ~ - -  I 
points sur r. 

Duns le second cas, le lieu de P est la courbe C, et l'ordre de la surface ~ est 
nbcessairement 2 n - - 8 .  La rbgl~e II~ est alors de genre trois. 

Une congruence de la troisikme catggorie est form/e par les cubiques gauehes s'apptffant 

en cinq points sur une cubique gauche 1" et en quatre points sur une sextique de genre 

trois, C, s'appuyant buit fois sur 1"~ mais de manibre que les cubiques de la congruence 

passant par uu point de C se distribuent en ,~ faiseeaux situgs chacun sur une surface 

cubique passant par r et C, une pareille surface ne contenant jamais qu'un faisceau de 

courbes de la congruence. 

J'&ais d~jh arriv+ par une autre voie ~ ces conguences s). 

6. Congraenoes de la quateikme oat~gorie. ~ Soit G 4 une congruence dont les courbes 

sont des intersections des quadriques d'un ' , reseau (~ et des surfaces cubiques d'un 

systbme doublement infini Z .  

Consid&ons un faisceau de quadriques de #'~,. La base de ce faisceau est constitu& 

par la courbe 1" et une de ses bis&antes a. Les surfaces de Z, qui d&erminent sur 

les quadriques de ce faisceau des courbes de G 4 sont ~videmment en hombre simple- 

ment infini et forment un syst~me Z' d'un certain indice ~. Pour que la congruence 

G 4 soit d'ordre un, il faut que la droite a fasse '~ - -  I lois partie de l 'envdoppe de 
~ t ,  _ _  , , or si ~ ~ 2, toutes les surfaces de Z' contiendront la droite a et on n'aura plus 
une congruence de cubiques gauches. Par suite, on doit avoir v ~ I. 

Le syst&ne Z comprenant ~ faisceaux Z'~ ne peut &re qu'un r~seau. 

Supposons qu'une quadrique de 6) contient ~. courbes de G 4 (appurtenant ~t un 

faisceau) et qu'une surface de Z en contienne p. (appurtenant aussi ~ un faisceau). 

Reprenons l'examen du faisceau de quadriques passant par a et du faisceau Z' 
d&erminant sur ces quadriques les courbes de G 4. Par un point de a passe une sur- 

face de '~'' , ~  sur cette surface se trouvent ~,. courbes de G4 qui sont n&essairement 

marqu&s par des quadriques passant par a. Mais alors par le point choisi passent ~ 

courbes de la congruence et celle-ci &ant linbaire~ on a ~ . - - I .  De m~me, ~q - - - i .  

Nous voyons ainsi que la congruence G 4 est le lieu des intersections des ~l&nents 

correspondant d'un r+seau ~-~ de quadriques homographique ~ un r+seau de surfaces 

cubiques ~A. 

II peut se faire que par un point de l'espace il passe une infinit6 de quadriques 

de e)  et de surfaces de Z correspondantes, ce point est singulier pour G .  On peut 

d&erminer le lieu de ces points de la manibre suivante: 

s) Loc. dt. a). 



D~TERMINATION DES CONGRUENCES LIN~AIRES DE CUBIQUES GAUCHES S'APPUYANT, ETC. 2~)~ 

Soient 

les ~quations des r~seaux ~ 

sent~ par les ~quations 

~,~; + Lt,2 + a~c; = o, 

~ a~+af1+~g~=07 
et X~. Le lieu des points singuliers est bvidemment reprd- 

i ~; t,: ~:i =o .  
Cette matrice repr~sente une courbe du dix-neuvi~me ordre~ mais tout point de la 

courbe F annule chaque ~l&ment de la matrice; donc F est comprise trois lois dans la 

courbe du dix-neuvi~me ordre et le lieu cherch& est donc une courbe C du dixi&me 

ordre. 
Les surfaces (d'ordre cinq) du r~seau 

p-, Is-~ Is- 3 
a a b 2 c 2 = o 

x x x 

d 3 f3 ~ x ~ x  

passent simplement par C et doublement par F, deux de ces surfaces ont encore en 

commun une courbe de la c o n g r u e n c e  G4 ;  celle-ci s'appuie donc en cinq points sur 

C, et par suite C s'appuie en quinze points sur la courbe F. 

La congruence de la quatribme catdgorie est le lieu des cubiques ganches s'appuvant 
en cinq points sur une cubique gauche r et en cinq points sur une courbe dtt dixibme 
ordre s'appuyant quinze fois sttr r. 

Liege, z er f6vrier z9zz. 
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