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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUR

Construction d’une surface algébrique
possédant une seule courbe canonique de genre cing,
{ Second: note},
par T.tciexy GODEAUXN,

Membre de ' Académie.

Résuiné. — Construction d'une surface algébrique double possé-
dant une scule courbe canonique de genre cing, de genres p, = p, = 1,
PV =5, Py = 6.

Dans unc note antdérieure (1), nous avons construit une surface
bicanonique d’ordre 16 de Despace 4 cing dimensions possédant
une seule courbe canonique de genre cing. Dans cette scconde
note, nous construisons une autre surface possédant les mémes
caracteres, mais 1l s’agit cette fois d'une surface double dont
le support cst une surface de genres p, == P, -= 1, la courbe de
diramation étant unc section hyperplanc de cette surface. Nous
construisons également un modéle de cette surface dans un
espace a trois dimensions.

1. Soit, dans un espace S; 4 six dimensions, un plan o, ct
un espace g, & trois dimensions ne se rencontrant pas. Nous
désignerons par vy, v, Va 20, 21, T2, 53 les coordonndées des points
de S; et nous supposcrons que les ¢quations de o, sont zg =z, -
zZy = 53 = 0, cclles de o, étant vy = v, =1, = 0.

(1) BULLETIN DE L"ACADEMIE ROY ALK DE Borciovs, 1934, pp. Ht-44G6.
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Lucien Godeaux. — Construction d'une surface algébriguc

Considérons dans S, les quatre hyperquadriques

Eﬁﬁ-}_’}’ V. 2b

r —
g'h)zi’:‘f [ 0!

(1, h=0,1,2;7,7=01,23;»=0,1, 2, 3).

Elles ont en commun une surface ¥, d'ordre 16, régulicre,
de genres p, = p, = 7, p == 17, dont le systéme canonique | K|
est celul des sections hyperplanes ().

La surface F est transformée en sol par ’homographie harmo-
nigue

Yo Y1 Y2 —E0 T & T &y 23
H — b

Yo Vi M2 Z0 21 Zy Za

dont les axes ponctucls sont le plan ¢, ¢t 'espace @,. On peut
d’ailleurs supposer sans restriction quc la surface I' ne rencontre
ni o,, ni o,. Dans ccs conditions, H engendre sur I une involution
du second ordre I, privée dec points unis.

Dans Ic systéme canonique |K| de T, il y a deux systémes
linéaires |K,|, |I,| appartenant a l'involution I,. Le premier
est découp¢ par les hyperplans

No¥a - My - Aary = 0
passant par o, et le second par les hyperplans

troo 1 paEy e paty i gy = 0
passant par o,
Le systéme canonique de la surface image de 'involution I
correspond au systéme Il et cette surface a les genres p, =

Py == B, pW =9 (),

2. Considérons maintenant ’homographie harmonique

Vo Moo o= e fe By — &y T Sy
H, = ( .

Mo My My Dy Ay % 2y

(B St les conrbes eb swrfaces Dtersections complétes d iy perguadrigues {3ULLe-
TIN RE L'ACADEMIE ROVALE DL BrrLcigour, 1944, pp. 262-260) 1 Une famille de
surfaces algébrigues de divisenr denx (Ldem, 1939, pp. 373-380).

i2y Construction d'une surfuce algébrique... (loc. cltl),
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possédant une scule courbe canonigue de genve cing

Les homographies H, H, sont permutables ¢t forment un
groupe trirectangle,

Supposons que F soit transformée en soi par I’homographie H,
et que ses ¢quations soient donc de la forme

2 x 1 2 - ] { 8
ﬂéﬁ)}’o -+ aﬂ}yl - agg}.’}'z -+ “&b”l}’z + bub}“’lo

+ OVA 4 bzgzy - 0a + bila + bz, = 0,
(r=0,1,2,3).

On peut toujours supposer sans restriction que F ne rencontre
pas les axes ponctuels v, = 2, =2z, = Oety, = y, = 23, =2, =0
de 'homographie H,. Dans ces conditions, les homographics H,
H, engendrent sur I' une invelution du quatrieme ordre I,
privée de points unis.

Observons que les éguations précédentes peuvent étre résolues
par rapport a v, % 1% v,y de sorte que I peut étre repré-
sentée par les équations

3":21 — (Pu(Zo; 21) —+ ‘ﬁn(zz: 23), 113 = ¢; + l/Jlr
Vi o A hs, ViVe = 9y +

les o ¢tant des formes du sccond degré en =, =, et les o des formes
du sccond degré en z,, z..

(1)

3. Appelons 1, Uinvolution du second ordre engendrée sur IY
par H, ¢t " une surface qui la représente.

Puisque involution 1, est privée de points unis, entre les
genres arithmdétiques p, == 7 de F et 4, de 1, nous avons la
rclation

}bu. . [ = ‘2(}{){1 Héf J):
d’olt p, = 3. La surface I’ a donc les genres p, = p, = 3,
,1,5(1) — 0

Le systéme canonique |K| de F contient deux systémes linéaires
appartenant a P'involution 1;; ils sont découpds par les hyper-
plans

Ag¥g -+ AiZy = Agzy == 0,

Pro¥i T pide T fa%a + a7y == O
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Lucien Godeaux. — Construction d’une stirface algébrigie

Aux courbes du premier de ces systémes correspond sur I
le systéme canonique de cette surface.

A linvolution I, de F correspond sur I’ unc involution du
second ordre I; dont I'image est une surface @ qui est évidem-
ment I'image de 'involution I,. L’invelution I3 est privée de
points unis,

Entre les genres arithmétiques p, == 3 de F’ ¢t celui p, de @,
on a la méme relation que celle écrite plus haut, d’olt p, = 1.
La surface @ a donc les genres , = p, = 1, p' = 5.

La courbe canonique de @ correspond a l'unique courbe
canonique Ko, découpde par ’hyperplan y, = 0, qui appartient
a la fois aux involutions I, et I,.

Les autres systémes linéaires appartenant au systéme cano-
nique |K| de F appartenant aux involutions I,, I, donc 4 I'invo-
lution I, sont les faisceaux découpdés par les hyperplans

Ao¥o -+ Avy = 0, gt + pz = 0, voZs + viZg = 0.

4. Le systéme bicanonique 2K| de ¥ cst découpé par les
hyperquadriques de S; ne contenant pas la surface. Le bigenre
de I’ est donc P, = 24.

Dans le systéme |2K|, il existe quatre systémes linéaires
appartenant a l'involution I, ; ils sont découpés par les hyper-
quadriques

2 2 2
}‘nnyn —+- All_}’l + /\22}'3 —+ }‘12}’1}"
2 2 o g 2 o .
+ Boofe T+ #1181 Fo12051 tim Ma?s b g3y T H2aZe¥s 0,

(1)

AorYo¥1 + Aoe¥ode + HoaZo?z T HosZols T 12122 - p1aZ12s = 0, (2)
AooYoZo + Aor¥o¥1 - AleVi%a 5 ApaVa18s - AwaVeZs -+ Agg¥ezs = (3)
Apa¥ o?s + AgaVods + AreV1%0 -F AprvVezy + AsaVee -+ AaVeZg == 0. (4)

Le premier de ces systemes contient la courbe découpée par
I'hyperplan v, = 0, comptéc deux fois, c’cst-da-dirc la courbe
2K,, c’est donc e transformé du systéme bicanonique de &.

Obscrvons que du premier systéme, nous devons défalquer
les hyperquadriques contcnant 1Y) 51 nous tenons compfe des
équations de celles-ct, I'équation du premier systéme se réduit 4

! 2 ! - . ’ 2 I3 2 f t ! ~2 _
FooZo T Hor1%e%1 ~F 17T - ao?s - eaZe?s + Hi? = 0. (11)
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possédant wne seule courbe canonique de genre cing

Ce systtme a la dimension c¢ing, donc le bigenre de la surface @
est Py, = 6. On a d’ailleurs P, = p, 4 pﬁl) =1 4+ 5 = 6.

5. Observons que les ¢quations (2}, (3), (1) représentent,
dans I’hyperplan v, = 0, unc surface I, d’ordre huit, de genres
P = P, = 1. La premicre des ¢quations (1) ne contenant que
vo, la surface ¥ coincide avec la surface double IF,, la courbe
de diramation étant découpcce par I'hvperquadrique

9ol201%1) + Polze, z5) = O.

Pour obtenir les équations de la surface @, qui sera une surface
double, rapportons projectivement les hyperquadriques (1) aux
hyperplans ('un espace 5; en leur faisant correspondre les hyper-
plans

#éozoo -+ F-¢1;1Zo1 -+ HilZu -+ Pli;.zzzg —+ P«észz:s “i- P«észaa =0

de cet cspace.
Nous poserons

(Pz‘(zo: 21) = C?::(Zoo, Zs1, Zn), I
GilZe, 70) = 01 (Zoe, Zags Zaa), |

les o et les ¢ étant des formes linéaires.
Nous avons les équations

(G =0,1,273)

ZoZu — Zin =0, (5)  ZaZe —Zh=0. (8

(1 = ) (P + ) — (g 1 )% = 0. (7)

Ce sont les équations de la surface ¥, de genres p, = P, = 1,
qui représente I'involution du quatriéme ordre engendrée sur I,
par les homographics H, H,. La surface @ ¢quivaut a la surface
double de support F,, la courbe de diramation étant découpée
par ’hypcerplan

%0 + tho = 0.

Cette courbe de diramation coincide avec la courbe canonique
unique de @,

Observons que les homographies H, H,, HH,; engendrent
sur 17 des involutions du second ordre ayant chacune huit points
unis, la premiére dans l'espace y, = v, = 0, la seconde dans
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Liucien Godeaux - Constricction d'une surface algébrigue

Vespace =z, := z; = 0, la troisiéme dans lUcespace z, = z; = 0.
It en résulte que dans chacun des plans

R R e

Znn - Zm - ZII e O: Zzz - Zzs = Z:z:a - 0)

a

la surface I, posscde quatre points doubles coniques, ce qui
d’ailleurs résulte du fait que les ¢quations (5), (0), (7) représentent
trois cones ayvant respectivement ces plans pour sommets. Ces
trois plans ne se rencontrent pas deux & deux.

. On peut obtenir un modele de la surface double @ dans
un espace 4 trois dimensions de la maniere suivante :

Dans S;, la droite Zy, = Z,, = Zyy = Z,, = 0 apparticnt a
Ja variété Vi intersection des cbnes (5) et (B). Iin projetant cette
vari¢té de cette droite sur espace Z,, = Z,, = 0, a trois di-
mensions, on obtient une représentation point par point de
cette varicté sur cet espace.

Posons, pour abréger les notations,

Yo =Yoo ¥1= ZLo1, Xy== Ly, X3= Ly,

Aux sections hyperplanes de Vj correspondent dans l'espace
S, considérd les surfaces cubiques

xa()"nan + Agi¥ox; 1 ')‘11)5:11) —+ xu()‘zzxg + AgaXa¥y + AgaXa) == 0.

Ces surfaces touchent le plan x, =0 le long de la droite
vy, = 1y =0, le plan x, = 0 le long de la droite vy = %, = 0

ct passent par la droite x, = x, = ().
Posons
Z: L
if - . 0y _ % S
@é(énns Zov A 9 (¥g, Xo¥y, Xy),
- 00/ Yo

r 2 1
by (Zzz: Ly, ﬁ) = (X5, Xa%y, X5).
Z Y

I’ ¢équation de la transformée de If, est
" L "o o o Ty
(¥ap1 + i} (¥a0p - Xgha) - (Xaps -+ Xoihs)® =
C’est une surface du sixiéme ordre ayant les droites doubles

— TH0



possédant une scule courbe canonique de genre cing

tacnodales xy, = ¥, = 0, xy == ¥3 = 0 ct la droite double x, =
xy, = 0. Son adjointe est x,¥, = 0, cc qui montre que cette
surface a bicn une courbe canonique d’ordre zéro.

La surface @ équivaut a la surface précédente comptée deux
fois, la courbe de diramation étant découpée, en dehors des
droites doubles, par la surface cubique

3 i
Xao -+ vy = 0.

Cette courbe de diramation est la courbe canonique unigue
de @, tandis que le systéme bicanonique est form¢ des courbes,
comptées deux fois, découpées par les surfaces cubiques homo-

logues des sections hyperplanes de Vi,

Liege, le 21 septembre 1962.
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