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AVANT-PROPOS

L’étude des systèmes de coniques de l’espace se présente 
comme une généralisation de la Géométrie Réglée. Le premier 
problème qui se pose est celui de déterminer les différents 
types de congruences linéaires de coniques, problème qui est 
en quelque sorte l’extension de celui que Kümmer a résolu 
dans un mémoire classique (*). Ce problème avait déjà été 
abordé par M. Montesano, qui avait déterminé les types fonda
mentaux de congruences linéaires, et par M. Pieri, qui en avait 
déterminé les solutions quand la conique s’appuie en deux 
points sur une autre conique. Moi-même, je m'étais occupé de 
ce problème et l’avais ramené à un problème de géométrie 
plane en m’inspirant des recherches de M. Stuyvaert sur les 
congruences linéaires de cubiques gauches. Dans ce nouveau 
travail, je suis parvenu à déterminer toutes les congruences 
linéaires de coniques dont les courbes ou s’appuient en six 
points sur une seule courbe, ou s’appuient en quatre points 
sur une courbe et en deux points sur une seconde courbe, ou 
enfin passent par un point fixe et s’appuient en quatre points 
sur une courbe. Les congruences que j’ai rencontrées avaient 
du reste déjà été signalées par M. Montesano. Les autres cas 
qui peuvent se présenter (congruences dont les coniques s’ap-

(*) Ueber die algebraischen Strahlensystem. (Monatsberichte der Kong. 
Akad. Berlin, 1866.)



puient en trois points sur deux courbes, etc.) pourront se 
traiter de la même façon que les premiers. De plus, la méthode 
employée pourra être étendue à la détermination des con
gruences linéaires de courbes planes d’ordre quelconque, 
comme le lecteur s’en rendra facilement compte.

Résumons rapidement notre Mémoire : Un premier chapitre 
traite des recherches antérieures sur les systèmes de coniques 
de l’espace. Nous résumons les recherches de géométrie énu- 
mérative dans un premier paragraphe, les recherches sur les 
congruences et les complexes de coniques dans un second. 
Nous avons donné les formules établies par M. Severi, expri
mant les conditions d’appui des coniques sur des courbes 
gauches : elles pourront servir à vérifier nos résultats.

Dans un second chapitre, je reprends une représentation 
analytique de la conique dont je m’étais déjà occupé antérieu
rement, puis je définis la géométrie de la conique dans l’espace 
au point de vue moderne.

Enfin, le troisième chapitre contient les recherches sur les 
congruences linéaires de coniques dont j’ai parlé au début de 
cet avant-propos.

Je ne puis terminer sans exprimer mes vifs remerciements 
à mon Maître, M. J. Neuberg, qui a bien voulu présenter 
ce travail à la Société royale des Sciences.

( i )

Liège, 26 avril 1911.



RECHERCHES
SUR

CHAPITRE PREMIER

Aperçu des recherches antérieures.

§ 1. — Les recherches de géométrie énuméralive.

1. Après avoir établi la théorie des systèmes de coniques 
satisfaisant à quatre conditions dans un plan, Chasles voulut 
construire une théorie analogue relative aux quadriques de 
l’espace. Les coniques de l’espace s’introduisirent dans celte 
théorie comme dégénérescences des quadriques, et c’est ce qui 
amena Chasles à s’occuper d’abord des systèmes de coniques 
de l'espace.

Huit conditions sont nécessaires pour déterminer une 
conique dans l’espace : trois de ces conditions pour fixer le 
plan de la conique, les cinq dernières pour fixer la conique 
dans son plan. Chasles (S) ((*) **) a considéré les systèmes de coni

(*) Travail présenté à l’Université de Liège comme thèse de doctorat 
(juillet 1911).

(**) Les nombres placés entre parenthèses renvoient à la liste bibliogra
phique à la fin du chapitre.
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ques satisfaisant à sept conditions (systèmes simplement infinis) 
et il a soupçonné le théorème suivant :

Etant donné un système de coniques £, simplement infini, 
désignons par pi, v. p respectivement le nombre de coniques 
de £ dont le plan passe par un point arbitraire, le nombre de 
coniques de £ s’appuyant sur une droite quelconque et enfin 
le nombre de coniques de £ touchant un plan arbitraire.

Le nombre des coniques de £ satisfaisant à une huitième condi
tion indépendante, sera égal à

“H- + |3v + yp,

a, p, y étant des nombres qui dépendent uniquement de la huitième 
condition.

Ce théorème fut démontré rigoureusement, sous quelques 
conditions restrictives, par Halphen (18) quelques années plus 
tard, et ce géomètre le généralisa de la manière suivante :

Soient £, £' deux systèmes de coniques respectivement 
n fois (n < 8) et 8 — n fois infinis. Supposons £ et £' indé
pendants. Le nombre de coniques appartenant à la fois à £ et 
à £' sera égal à un polynôme de degré 8 — n en pi, v, p dont les 
coefficients seront des nombres dépendants uniquement de £' et où 
l’on remplacera chaque expression de la forme

pL*v*p8—n—t—* (t ^ 3, 8 — n — i — k ^-0)

par le nombre de coniques de £ dont les plans passent par i points, 
qui s’appuient sur k droites et qui touchent 8 — n — i — k plans.

Rappelons brièvement le calcul symbolique utilisé par 
M. H. Schubert (30) dans ses recherches de géométrie énu- 
mérative, en nous limitant au cas où l’élément envisagé est la 
conique.

Toute condition à laquelle une conique de l’espace peut être 
assujettie est représentée par un symbole (lettre) ; le produit de 
deux symboles indique que l’on considère simultanément les 
conditions qu’ils représentent. Une condition est de dimen-



sion n <|uand il y a °o8-,i coniques satisfaisant à cette condi
tion (8 > n).

Considérons un système de coniques, ao8-"", E, et une condi
tion A de dimension n. II y aura un nombre fini de coniques 
de S assujetties à la condition A ; ce nombre sera encore repré
senté par le symbole de la condition.

Si nous fixons l’attention sur un certain nombre de condi
tions Aj, A2, ... A* de dimensions < n et que, quel que soit le 
système Z de dimension 8 — n, on a toujours l’équation

F (A,, A2,..., A») = 0,

on dit que l’équation lie les symboles envisagés. On remarquera 
que chaque terme de cette équation représente une condition 
de dimension n, produit de quelques-unes des conditions
^1> •••) ^k-

D’après ces conventions, le théorème de Halphen donne 
pour chaque condition A de dimension n

?A = f(p, v, p),

où a est un nombre et f (p., v, p) un polynôme homogène de 
degré n.

Cela étant posé, adoptons les notations suivantes : 
p exprime que le plan d’une conique doit passer par un 

point ;
v exprime qu’une conique doit s’appuyer sur une droite; 
p exprime qu’une conique doit loucher un plan;
8 exprime qu’une conique dégénère en deux droites;
-ri exprime qu’une conique (enveloppe de droites) dégénère 

en un segment de droite double;
p' exprime qu’une tangente à une conique passe par un point; 
P exprime qu’une conique doit passer par un point; 
t exprime qu’une tangente à une conique doit faire partie 

d’un faisceau de rayons;
T exprime qu’une conique doit toucher une droite.



La condition T est de dimension trois, les conditions P et t 
sont de dimension deux, les autres sont de dimension un.

M. Schubert (30) donne les formules suivantes :

P = pv —

P' = 2iu>
* = PP»

2v = p + 2p + ï),
2p = v + S,
T = p2p — 2p8.

Signalons encore une formule établie plus tard par M. Schu
bert (31) :

âv3 — 2v2p -f- 3vp2 — 2p3 — (ipv2 -f- 4ppv + 12p2v — 8p2p = 0.

( 8 )

L’exposition donnée par M. Schubert (30) est basée sur le 
principe de correspondance et sur le principe de la conserva
tion du nombre.

Le théorème de Halphen ramène la détermination du nombre 
de coniques satisfaisant à huit conditions déterminées au calcul 
des nombres

pVp*. (t +j + k = 8).

On a pour ces nombres les valeurs :

p3v5 = 1,
pVp = 2, 

p3v3p2 == 4, 
p3v2p3 = 4, 
p3vp4 = 2, 
p3ps = 1,

pV5 = 8, 
p2v5p = 14, 
p2v4p2 = 24, 
pVp3 = 24, 
p2v2p4 = 16, 
p2vp5 = 8, 
p2p6 = 4,

pv7 = - 34, 
pv3p = 52, 

pv5p2 = 76, 
pv4p3 = 72, 
pv3p4 = 48,
pV2p5 _ 24;
pvp6 = 12, 

pp7 = 6,

v8 = 92, 
v7p =116, 

v6p2 = 128, 
v5p3 = 104, 
v4p4 = 64, 
v3p5 = 32,
^p6 = 16,
v?7 = 8,

ps = 4.



La table précédente a été donnée par M. Schubert (30), 
quelques-uns des nombres qui y figurent étaient déjà connus. 
Plusieurs avaient même été calculés par les procédés de la 
géométrie analytique par MM. Lürolh (22 et 23) et Hierhol- 
zer (19).

Récemment, M. J. de Vries (8), en se basant sur le principe 
de la conservation du nombre, a calculé de nouveau le nom
bre v8. La même méthode a servi à une élève de M. J. de Vries, 
Mlle Dalhuisen (7), pour reconstruire toute la table précédente.

Signalons enfin que M. Schubert a calculé les nombres de 
coniques d’un espace linéaire à n dimensions dont les plans 
passent par des points, qui s’appuient sur des espaces linéaires 
et touchent d’autres espaces linéaires en nombre suffisant (32 
et 33).

2. A part quelques résultats obtenus incidemment, on ne 
s’était pas encore occupé, avant 1900, de déterminer par la 
géométrie énumérative les nombres de coniques satisfaisant à 
huit conditions parmi lesquelles se trouvent des appuis sur des 
courbes données ou des contacts avec des courbes données. 
A celle époque, M. Berzolari (1) s’est proposé de déterminer 
le nombre de coniques passant par i points, s’appuyant en 
j points sur une ou plusieurs courbes et touchant le plans :

2 i + j + k = 8, i ^ 3.

Il résolut le problème dans un grand nombre de cas au 
moyen du principe de la conservation du nombre, mais sans 
donner de démonstrations. Ses recherches furent étendues à 
l’espace à n dimensions par un de ses élèves, M. Crêpas (6).

M. Severi a abordé simultanément le même problème que 
M. Berzolari et il l’a résolu complètement.

Désignons par a* (n, r) la condition pour une conique de 
s’appuyer en k points sur une courbe gauche d’ordre n et de 
rang r, et admettons que cette condition ne dépend que de
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l’ordre et du rang de Ja courbe. Dans un premier mémoire (35), 
M. Severi donne les formules suivantes :

a*("’r) = Q jv2 “ 2'r' + (U + ' ^

*3 («»r) = {Jj) ''3 — ~ >' (n — 2) (iv* + | h (u — 1 )

+ r(n —3)||x*v + 2r(*,



( Il )

a,(n, r)

Une autre expression de a8 (n, r), en fonction du genre p de 
la courbe, avait été communiquée par M. Tanlurri à M. Se
ven (36) :

«„ (n, 2n + 2p — 2) = 92 

'n — 3
+ ISO

6
+ 35

n — 3' 
5

— 3
n — 3

(n — 3)p

(n 3)



( 12 )

Dénotons maintenant par (n, r) la condition pour
qu’une conique ait avec une courbe d’ordre n et de rang r un 
contact d’indice i — 1, un contact d’indice k — 1, un con
tact d’indice l— 1. La seconde note de M. Severi (36) est 
relative à l’évaluation de celte condition. On a

(32(n, r) = (p2p — 2p3)n + j^ppv — p2pJ r,

Mn, r) = ^r(» — 2)ppv2 + j sf"') — (n — )r j pp'v2

+ 4 j r — ( 2 ) [ + 2rp3p,

1 fn — 2Ns 2)rPi.v>+ 3Q)-3«-rQ) + rn

18r + 2r«

+ 12u [ pp3v + J 6« — 6( "J + 4/ir — 15r j pV,n\

fW*.r)-lr(M 3 -)pK + j^(”) — rQ) + r(")n\ 9 
+ 7 rn

4

a” y-- 6( tj+8n+2( 2 )-1 ir i pi*v

+ 24 36/i + 2r( ] — 18rn + 60r

+ 2/i J P(*V+|«f

16n + 4r( J — lorn + 36r j pV,

1 fn — 2\
iW», r> = 4 J PP''5 + J «(J - + t6



( iô )

Pauid (P> r)

Ps(n> r)

Pæd (»,r)

!Wn> r)

-P 2 n i — lira — 5 +

+ 62n + 2r(J-18r

— 8« +
2117

‘“HT1 i

hiG)
l,v+!4’V4:

133 /r\
w

32

+ 26n + 4r( jjj — lor^”^ + 36rn — 67 r| pV,

9 /r\ 201 />
"2V3y + _2_V2

+ 12

:

4V2, 

+ 3r

8 

- 4n

-r -f- n j + p*p3v rn

8
/ Il \

rn + 2( „ — 3« +

— rn — 8

^ 24 96 + 192n + 2

— 23r Çj + 76r« — 12n

107 /r\
TW'

3/r
2\3

1107
-r.

b©
i co



( 14 )

En dehors de ces formules très générales de M. Severi, un 
autre théorème général du même genre a été obtenu par 
M. Stuyvaert (39 et 40) en s’appuyant sur un théorème clas
sique de M. Le Paige donnant le nombre de groupes communs 
à deux involutions unicursales placées sur le même support.

Etant donné, dans l’espace, un ensemble de lignes unicursales 
d’ordres respectifs n, n' de manière que l'on ait

n + n' -f- ... = 6,

et si toutes ces lignes sont deux à deux sans points communs, les 
plans qui les rencontrent en six points d’une conique enveloppent 
une surface dont la classe est égale à

v = 8 — (n — i) — (n1 — i)...

En particulier, si l’on a deux lignes, une conique et une 
biquadratique gauche de seconde espèce, on a un résultat dû 
à M. R. Sturm (37).

M. Stuyvaert (39, 41) a montré comment la surélimination 
pouvait s’appliquer au problème qui nous occupe.

Il nous reste à signaler un dernier résultat dû à M. Bot- 
tasso (4). Si l’on représente par y2 (n) la condition pour qu’une 
conique louche deux fois une surface générale d’ordre n, on a

1
y2(n) = -n(n — l)(8(2n — 3) g2 — 2(4« — 7)pv 

+ 2 (n2 — n — 1) v2 -f (4n — 9) vp + 2p21.

Avant de terminer ce paragraphe, signalons une belle étude 
de M. Schuh (34) sur les méthodes employées en géométrie 
énumérative, et contenant de nombreux détails sur les recher
ches dont il a été question plus haut.
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§ 2. — Les recherches de géométrie analytico-projeclive.

3. Par analogie avec la géométrie réglée, appelons con
gruence, un système de coniques de l’espace dépendant de deux 
paramètres. L’ordre d’une congruence de coniques sera égal 
au nombre de coniques de la congruence passant par un point 
arbitraire, la classe sera le nombre de coniques s’appuyant en 
deux points sur une droite quelconque.

En 1892, M. Monlesano (24) a considéré la congruence de 
coniques engendrée par les intersections des éléments corres
pondants d’une gerbe de plans et d’un réseau de quadriques 
hoinographiques. Cette congruence, dont l’ordre et la classe 
sont égaux à l’unité, peut être considérée comme le lieu des 
intersections variables des surfaces cubiques d’un réseau dont 
les éléments ont en commun une courbe gauche du septième 
ordre et de genre cinq sur laquelle chaque conique s’appuie 
en six points.

Le problème qui s’est posé alors est celui de la détermina
tion des différents types de congruences de coniques d’ordre 
un; M. Montesano (25) l’a abordé l’année suivante. Il com
mence par démontrer que les plans des coniques d’une con
gruence linéaire enveloppent une surface rationnelle, puis 
qu’une congruence linéaire de coniques peut toujours être 
considérée comme le lieu des intersections variables des sur
faces d’un réseau et qu’il existe une infinité de ces réseaux. 
M. Montesano établit ensuite des relations entre les caractères 
de la congruence et des courbes sur lesquelles les coniques de 
la congruence s’appuient.

Vers la même époque, M. Pieri (29) s’était proposé de déter
miner toutes les congruences linéaires de coniques qui s’ap
puient en deux points sur une conique et celles qui sont de 
classe deux. Pour résoudre le premier problème, M. Pieri 
rapporte projectivement les quadriques passant par une conique 
fixe de l’espace aux hyperplans d’un espace linéaire à quatre 
dimensions; le problème est alors ramené à la détermination 
des congruences linéaires de plans dans cet espace, problème
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connu. M. Pieri ramène aussi le second problème à une pro
priété de l’espace à quatre dimensions, mais la résolution est 
incomplète, comme M. Monlesano (26) l’a montré dans un 
mémoire ' "é en 1895.

Dans ce nouveau travail, M. Monlesano remarque qu’une 
congruence linéaire de coniques est complètement déterminée 
lorsque l’on connaît soit un réseau de surfaces dont les fais
ceaux ont pour bases variables les coniques de la congruence, 
soit un faisceau de surfaces sur chacune desquelles se trouve 
un faisceau de coniques de la congruence. Les congruences 
sont classées d’après le type de l’involution qu’elles détermi
nent sur un plan quelconque de l’espace. Ces involutions ont 
été ramenées par des transformations birationnelles à trois 
types fondamentaux par M. Berlini et, plus tard, par M. Kan- 
tor (*), et M. Monlesano détermine des congruences de coniques 
d’ordre un qui marquent sur un plan quelconque un de ces 
types. A la fin de son mémoire, M. Montesano démontre que :

Une congruence linéaire de coniques admet un faisceau géné
rateur de surfaces rationnelles à sections planes rationnelles ou 
elliptiques, ou admet un réseau générateur de surfaces rationnelles 
à sections planes elliptiques.

M. Montesano en déduit qu’une congruence de coniques 
admet un réseau ou un faisceau générateur de surfaces d’ordre 
< 8. Ensuite il déclare qu’il a examiné séparément toutes les 
transformations birationnelles involulives du plan possédant 
des courbes unies de genre un, et qu’il a cherché quand il 
pouvait y avoir une congruence linéaire de coniques, donnant 
une telle correspondance, mais M. Montesano ne donne aucune 
démonstration de ce dernier point.

S. Kantor (21) a démontré que toute congruence linéaire de 
coniques peut se ramener, par des transformations biration
nelles, à une congruence ayant toutes ses courbes dans les 
plans d’un faisceau, ou toutes ses courbes dans les quadriques 
d’un réseau.

(*) Consulter : G. Castelnuovo, Sulla razionalita delle involuzione plane. 
(Math. Annalen, 1893, XL1V, pp. 125-155.)
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M. Veneroni (42) a démontré que la seule congruence de 
coniques d’ordre et de classe un est la congruence étudiée par 
M. Montesano (24).

On sait que M. Stuyvaert (41) a ramené la détermination des 
congruences linéaires de cubiques gauches à celles des réseaux 
de degré (effectif) un de courbes planes rationnelles. Je suis 
arrivé au même résultat pour les congruences linéaires de 
coniques. D’abord, j'ai observé (12) que les équations

a% A
b% b'c B

ou encore les équations

0% ax
bx A B

ax, bx, ... étant des formes linéaires quaternaires et A, B des 
constantes, représentent respectivement une conique. J’ai 
étudié (15) les congruences linéaires des coniques les plus sim
ples dont l’élément générateur peut être représenté ainsi; tous 
les types rencontrés l’avaient déjà été par M. Montesano (26).

Dans une petite note récente (16), j’ai démontré que toute 
congruence linéaire de coniques possède des points singuliers.

Quelques congruences de coniques dont l’ordre est supérieur 
à un ont été considérées. M. J. de Vries (9) a étudié la con
gruence lieu des coniques situées sur les surfaces cubiques 
d’un faisceau ; celte congruence est d’ordre 27 et de classe 42. 
M. de Vries (10/ a encore étudié la congruence d’ordre et de 
classe deux formée par les coniques intersections des éléments 
correspondants d’une quadrique enveloppe de plans et d’un 
réseau de quadriques homographiques.

Enfin, j’ai étudié une congruence particulière d’ordre deux 
et de classe un (13).

4. Appelons complexe de coniques, un ensemble triplement 
infini et algébrique de coniques de l’espace. L’ordre d’un com
plexe sera le nombre de coniques situées dans un plan arbi-

2
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traire, la classe sera celle du cône enveloppé par les plans des 
coniques du complexe passant par un point.

On sait que le lieu des points de contact avec un plan des 
cubiques gauches passant par cinq points de l’espace est une 
conique. Lorsque l’on considère la gerbe formée par les cubi
ques gauches passant par cinq points fixes, on définit ainsi 
dans chaque plan une conique dont le lieu est un complexe 
d’ordre et de classe un qui a été étudié par M. G. Humbert (20).

Dans son grand ouvrage sur la géométrie réglée, M. R. 
Sturm (38) a considéré le complexe engendré par les coniques 
enveloppes des droites d’un complexe quadratique; ce com
plexe est d’ordre un et de classe deux.

M. Montesano (27) s’est occupé d’un complexe d’ordre un 
et de classe deux engendré de la manière suivante ; soient 
Aj, /»2, As, A4 quatre complexes linéaires de droites; on consi
dère tous les faisceaux de rayons tels que les droites de 
chacun de ces. faisceaux appartenant aux quatre complexes 
Aj, A\,, A3, A4 ont un rapport anharmonique donné. Un plan 
de l’espace contient une infinité de pareils faisceaux et leurs 
sommets sont sur une conique qui engendre le complexe.

C’est dans ce travail que M. Montesano a défini l’ordre et la 
classe d’un complexe de coniques comme nous l’avons fait 
plus haut.

Un problème s’est alors posé : Quel est le type le plus 
général de complexe bilinéaire de coniques? Ce problème a 
été résolu par M. Montesano (28) (*) par ce théorème :

Le complexe bilinéaire de coniques le plus général peut être 
engendré par les intersections des plans de l’espace avec les qua- 
driques correspondantes d’un système linéaire triplement infini 
rapporté projectivement à l’espace (lieu de plans).

Indépendamment de M. Montesano et avant la publication 
de son mémoire, j’avais démontré un théorème un peu moins

(*) Je cite ce mémoire d’après la Revue semestrielle des Publications 
mathématiques. Amsterdam, 1910, lre livraison.
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précis (il) et j’avais étudié avec quelques détails le complexe 
auquel M. Monlesano est arrivé (14).

Dans un mémoire couronné par l’Académie royale de Bel
gique, M. Bordiga (3) s’est occupé d’un complexe d’ordre un 
et de classe quatre lié à une congruence de droites d’ordre 
quatre et de classe deux.

Récemment, je me suis occupé d’un complexe de coniques 
d ordre un et de classe quatre (17) que j’obtiens en considérant 
tous les triangles ABC dont les côtés appartiennent respecti
vement à trois complexes linéaires de droites et dont deux 
sommets B, C se trouvent respectivement sur des droites de 
deux congruences réglées bilinéaires. Tout plan de l’espace 
contient oc 1 de ces triangles et le troisième sommet A décrit 
la conique engendrant le complexe.

Signalons enfin une étude faite par M. Bordiga (2) d’un 
complexe de cercles d’ordre quatre.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE (*)
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CHAPITRE II.

La géométrie de la conique dans l’espace.

§ 1. — La représentation analytique de la conique.

5. Considérons six quadriques, linéairement indépendantes, 
sans point commun, et dont les équations sont respectivement

ai(i = 1, 2, ..., 6) étant des symboles et ax représentant une 
forme linéaire homogène à quatre variables x{, x%, x7), x4.

Toute conique de l’espace peut être représentée par des 
équations de la forme

\ai% + + • • • + \a6% — 0, O)

(2)iq.r, + «A + “3Æ3 + = 0.

En effet, la seconde de ces équations représente le plan de 
la conique. D’autre part, par cinq points de l’espace passe une 
et une seule quadrique (1); en particulier, si ces cinq points 
sont choisis sur la conique, la quadrique déterminée contient 
la conique toute entière.

Ainsi, à une conique de l’espace correspond généralement



un seul système de valeurs des rapports —, —, —, —, —, .... —, 
et inversement. Ces huit rapports sont en quelque sorte les 
coordonnées de la conique; nous allons voir qu’on exprime 
simplement par des relations entre ces rapports quelques 
conditions simples auxquelles 011 peut assujettir les coniques.

( 24 )

6. Exprimons en premier lieu qu’une conique, donnée par 
les équations (1) et (2), s’appuie en un point sur la droite qui 
joint deux points {yu j/.2, y3, y4), (z,, z2, z3, z4). Les coor
données du point d’appui sont de la forme

])t + kz, (i = 1,2,3, 4),

donc on doit avoir

£ '/Haïy + k y \aiyaiz -f fe2 Y \aij = 0,
i=i i=1 i—i

u„ 4- ku,. = 0.

En éliminant k, on trouve l’équation

^\ail 2\aivaiz %\ail
uz 0

u-

O11 obtient donc une relation linéaire en X et quadratique 
en u.

7. Recherchons maintenant l’expression de la condition 
pour une conique de toucher un plan

vx 0.



Il su (lira d’exprimer que la droite située à l’intersection des 
plans

ux = 0, vx 0

touche la quadrique (1). Pour que le plan

wæ + kvx = 0 

touche la quadrique (1), on doit avoir

( 25 )

« i + kvt «2 + kv2 î/3 + kv3 w4+ kv, 0
6
Y V»'n 2^ \ ai.2i 77 j -j- kv3

i=i

Vo + kv2

t<3 -f- kv3

£ \aûi «4 + kv4

c’est-à-dire

Vj 0 {*> «i 0 î/? 0

Aidijh Vft,
+ ik +

Les deux racines k de cette équation doivent être égales, 
donc la condition cherchée est

Uj 0 2 nj 0 Uj 0

^ 'hiüijti Vjt X un

8. Cherchons en dernier lieu quelle est la relation existant 
entre les 1 et les u quand la conique dégénère en deux droites.

(*) Cette notation représente le discriminant de l’équation (1) bordé.
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Cela arrive évidemment quand la quadrique (1) touche le 
plan (2); alors, on a

Ê \ah, V l,ai2l ... V

X M* i ... V

= 0. (3)

Soient maintenant d, d' deux droites qui se coupent. Par 
trois points de d et deux points de d'passe une seule quadrique 
du système (1) et cette quadrique contient entièrement les 
deux droites, donc elle touche le plan déterminé par ces droites. 
Par conséquent, toute conique dégénérée de l’espace peut être 
représentée par les équations (1) et (2) moyennant (3).

§ 2. — Interpretation hyper spatiale.

9. Si l’on adopte la terminologie introduite par M. Klein 
dans son célèbre Programme d’Erlangen (*), on dira que le 
groupe fondamental de la géométrie de la conique dans l’espace 
est constitué par l’ensemble de toutes les transformations qui 
mutent une conique en une conique, et que cette géométrie 
consiste en la recherche des propriétés de l’espace invariantes 
par rapport à ce groupe. On peut donner une interprétation 
plus claire à ces mots en utilisant la notion d’hyperespace.

Rappelons en premier lieu ce que l’on entend par surface de

(*j Ces théories ont été développées par M. Klein dans l’ouvrage : Einlei- 
tung in die hôlwre Geometrie, II, Vorlesung gehalten im Sommersemester 
1893. Ausgearbeitet von Fr. Schilling. Gottingen.



Veronese (*). Soient, dans un plan de coordonnées homogènes 
(xlf x,>, xJ, six coniques linéairement indépendantes

M*, = 0, b% = 0,..bd% = 0.

Toute conique du plan a une équation de la forme

i\bi% = 0. (1)
i=1

Soient Xj, Xâ, X3, X4, X8, Xc les coordonnées homogènes d’un 
espace linéaire à cinq dimensions S3. La surface définie par les 
équations

fX4 = b\% (i = 1,2,..6) (2)

est du (]uatrième ordre et a reçu le nom de surface de Veronese, 
du nom du géomètre qui l’a le premier étudiée.

Moyennant (2), l’équation (1) s’écrit

XjX, -f- -f- 7\6X6 = 0,

donc la surface de Véronèse s’obtient en rapportant projecti- 
vement les coniques d’un plan et les hyperplans d’un espace à 
cinq dimensions.

On conclut de là que le plan et la surface de Véronèse sont 
en correspondance birationnelle. Aux points d’une conique du 
plan correspondent les points d’une com be du quatrième ordre, 
section hyperplane de la surface. Aux points d’une droite du 
plan correspondent les points d’une conique de la surface et 
ainsi la surface de Véronèse contient oc2 coniques ayant deux 
à deux un point commun. Celte propriété est caractéristique.
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(*) On trouvera une théorie détaillée de la surface de Vçronèse dans : 
Bertini, Introduzione alla Geoineiria proieltiua degli iperspazi, con 
appendice suite curve algebriclie e loro singolarità. Chap. XIV et XV. 
Pisa, 1907.



10. Considérons de nouveau le système de quadriques 
(chap. Il, § I)

£ \ai% = 0, (1)
î=l

et rapportons projectivemenl les quadriques de ce système aux 
hyperplans

X1X1 -|- X2X2 + ..., X6X6 = 0

de l’espace linéaire à cinq dimensions Sg. On aura, p étant un 
facteur de proportionnalité,

pX< = ai%. (i = 1, % ..6) (2)

A tout point (x) de l’espace correspondra un point (X) de S5, 
par suite les équations (2) représenteront une variété V à trois 
dimensions. A un point de V correspondra un seul point (pc) de 
l’espace. L’ordre de cette variété sera égal à huit, car trois 
quadriques (I) ont huit points variables en commun. A une 
quadrique (1) de l’espace correspondra ainsi une surface du 
huitième ordre section hyperplane de V.

En résumé, nous avons une variété à trois dimensions V, du 
huitième ordre, en correspondance biralionnelle avec l’espace 
linéaire à trois dimensions, de telle façon qu’à ses sections 
hyperplanes correspondent les quadriques du système (1).

Considérons maintenant le plan u d’équation

-|- u.,x, -f- u\xi = 0

A une conique de ce plan correspond une quadrique du 
système (1) la contenant, et, par conséquent, un hyperplan 
de S3. Ainsi les coniques du plan u et les hyperplans de S3 sont 
rapportés projectivemenl, donc les points de la variété V 
correspondant aux points du plan « forment une surface de
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Véronèse. On voit ainsi que la variété V contient un système 
linéaire triplement infini de surfaces de Véronèse.

A une conique de l’espace correspond sur la variété V une 
courbe du quatrième ordre entièrement située dans un hyper- 
plan, puisque la conique est située sur une quadrique de (1). 
A une droite de l’espace correspond une conique de V. Deux 
surfaces de Véronèse de V ont en commun une conique.

En résumé, la variété V contient un système linéaire oc8 de 
courbes rationnelles du quatrième ordre ; il y a ce* de ces courbes 
qui dégénèrent en deux coniques, et ces oo4 coniques sont les 
intersections du système linéaire oo3 de surfaces de Véronèse 
situé sur V.

Une transformation de l’espace à trois dimensions qui 
change une conique en une conique devient une transfor
mation de la variété V en elle-même, qui échange les courbes 
du quatrième ordre du système oc8. Le groupe formé par 
toutes ces transformations de V en elle-même devient le 
groupe fondamental de notre géométrie.

Nous voyons en particulier que le groupe formé par les 
transformations projectives de S5 qui laissent invariable la 
variété V, c’est-à-dire qui portent un point de V en un point 
de V, est un sous-groupe du groupe fondamental.



CHAPITRE III

Les congruences de coniques.

§ 1. — Gêner alités.

11. Reprenons, pour définir une conique, les équations 
(ch. il, § 1)

Xi<H % T" X2a2,|, + • • • + X^aC* = 0, (1 )

îV'i + «A + Wft + w4ï4 = 0. (i)

et, pour abréger, désignons les quantités a,, a2, ..., a6, u.>,
m5, m4 sous le nom de coordonnées de la conique.

On appelle congruence de coniques, l’ensemble des coniques 
de l’espace dont les coordonnées s’expriment en fonctions 
algébriques effectives de deux paramètres tt, <2. D’une façon 
générale, on aura huit équations algébriques indépendantes

Ei(Xi, X2,..., Xq j w4, ..., u4; /4, tg) = 0, {i = 4,2,..., 8) (3)

homogènes par rapport aux (X) et par rapport aux (it).
Entre les équations (3), éliminons les (X); nous obtiendrons 

trois équations algébriques, homogènes en (u) :

?< (uit u2,..., u4 ; t4, G) = 0. (i = 4, 2, 3). (4)

Il se peut que les paramètres L, entrent effectivement 
dans ces équations, ou n’y entrent que par une de leurs com
binaisons

^ = I,),
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ou encore n’y entrent pas du tout, mais nous laisserons ce cas 
banal de côté. Dans le premier cas, les plans des coniques de 
la congruence enveloppent une surface, dans le second une 
développable.

Les équations (2), (3) et

«î2/l + «#. + «32/3 + «42/4 = 0

où les (x) et les (y) sont fixes, ont en commun un nombre 
généralement fini de solutions; ce nombre est appelé classe de 
la congruence. On voit qu’il correspond au nombre de coniques 
de la congruence dont les plans passent par une droite fixe.

Selon que les plans des coniques d’une congruence enve
loppent une surface (*) ou une développable, la classe de la 
congruence est supérieure ou égale à zéro.

Éliminons les (u) entre les équations (3), nous obtenons 
cinq équations indépendantes, algébriques, homogènes par 
rapport aux (X),

Oh, X* . •., X,; llt /2) = 0. (i= 1,2,..., S) (5)

Dans ces équations, les paramètres /,, u2 peuvent entrer effec
tivement, ou par une de leurs combinaisons

9' = 0'(to /2),

ou enfin peuvent ne pas y figurer du tout, mais ce dernier cas 
sera encore laissé de côté.

En correspondance, on aura une variété doublement infinie, 
ou simplement infinie de quadriques. Il est à remarquer que 
cette variété dépend du choix du système linéaire (1).

Terminons ce paragraphe en observant que puisque nous 
avons supposé que les fonctions qui figurent dans les équa-

(*) Pour abréger, cette surface sera dite surface-enveloppe de la con
gruence.
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tions (3) étaient des fonctions effectives des deux paramètres 
tx, ceux-ci ne peuvent pas entrer à la fois dans les équa
tions (4) et (S) par une même combinaison, ce qui est géomé
triquement évident.

12. Étant données des valeurs quelconques des (x), les équa
tions (1), (2) et (3) ont un nombre fini de solutions; donc par 
un point de l’espace il passe généralement un nombre fini de 
coniques d’une congruence. Ce nombre est appelé ordre de la 
congruence.

Il existe des points exceptionnels, ce sont les points focaux. 
Par chacun de ces points passent (au moins) deux coniques 
coïncidentes de la congruence. M. Darboux (*) a montré que 
dans une congruence de coniques, chaque conique possède 
six points focaux. Les points focaux d’une congruence de 
coniques décrivent les six nappes d’une surface appelée surface 
focale.

Exceptionnellement, il peut exister des points de l’espace 
par lesquels passent une infinité simple de coniques d’une 
congruence : ce sont les points singuliers. Un point singulier 
prend la place d’un point focal et le lieu des points singuliers 
d’une congruence ne peut être qu’une courbe, dite courbe sin
gulière.

D’une façon générale, si les coniques d’une congruence 
possèdent h( < 6) points singuliers sur une courbe C, celle-ci 
est dite courbe h — singulière et h nappes de la surface focale 
dégénèrent en la courbe C.

Enfin, il peut exister un point, dit point principal, qui est 
commun à toutes les coniques d’une congruence. Deux nappes 
de la surface focale dégénèrent évidemment en un pareil 
point.

Une congruence de coniques d’ordre un ne possède pas de 
points focaux, mais seulement des points singuliers et des 
points principaux (éventuellement).

(*) Leçons sur la théorie générale des surfaces. Paris, 1889, t. II, chap. I.
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§ 2. — Sur les congruences linéaires de coniques.

13. Soit r une congruence linéaire (c'est-à-dire d’ordre un) 
de coniques. Les intersections des coniques de T avec un plan 
quelconque « forment une involution. D’après un théorème de 
M. Caslelnuovo (*), cette involution est rationnelle. Or, cette 
involution est biralionnellement équivalente à la congruence T, 
donc :

Une congruence linéaire de coniques est rationnelle.

De ce théorème de M. Castelnuovo, nous pouvons encore 
conclure que dans les équations d’une conique de la con
gruence r :

\aiic + + • • • + ^6^61: = 0,

«<*! + «2*2 + «3*3 + «4*4 = 0,

les (k) et les (u) sont des fonctions effectives, homogènes et 
rationnelles de trois paramètres t{, U2, t3, ou des fonctions 
non homogènes d’un paramètre.

Soient (ch. III. § 1),

^24 * * *4 4 «44 «2» «3» «44 L l'i) == fl (i === f J 2, . . ., 8) (1 )

les équations définissant la congruence T. D’après le théorème 
établi plus haut, les fonctions F, sont rationnelles en <1( t2, 
algébriipies et homogènes en (k) et en (u). Résolvons ces équa
tions par rapport aux [k) et aux (u) et substituons à ly, t% les 
rapports 4, nous obtenons

X, : à2 : ... : kg = 'fi(t{, t-2, l3) \ ’f2 ■ w6,

«i • «2 • «3 • « = U’ y • 4* • 4s • 4*4» 

lestp et les <j> étant rationnelles, entières et homogènes.

(*) Sulla razionalitù... (Loc. cit.)

3



Une conique de la congruence P a donc pour équations

yi h) • ak%—
K=I

£ <2, h) Xi = 0. (3)
t=i

Comme nous l’avons déjà fait remarquer (*), il peut arriver 
que dans la résolution des équations (1) on obtienne soit des 
fonctions <p, soit des fonctions dans lesquelles un des para
mètres t manque, le même paramètre ne pouvant du reste pas 
être absent simultanément dans les <p et dans les <];• Cette 
remarque nous conduit à répartir les congruences linéaires de 
coniques en deux catégories, suivant que la surface enveloppe 
des plans des coniques est une développable ou une surface 
proprement dite, c’est-à-dire suivant que l’équation du plan 
d’une conique de la congruence a la forme

^ 44)Æi = 0,
i=i

ou la forme (5), dans laquelle tu et <3 entrent effectivement.
On serait tenté d’introduire une nouvelle subdivision basée 

sur la dimension effective du système formé par les quadriques 
d’équation (2), mais cette subdivision serait artificielle, comme 
on s’en rend facilement compte sur un exemple. Supposons, 
en effet, que le système de quadriques (2) soit un faisceau. 
Nous pouvons toujours choisir, et d’une infinité de manières, 
un système linéaire oo 5 de quadriques ne contenant pas ce 
faisceau. Les quadriques de ce nouveau système contenant les 
coniques de la congruence envisagée, seront généralement en 
nombre oo‘2, ce qui prouve notre assertion.

( 34 )

(*) Sous une forme un peu différente.
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14. Congruences de la première catégorie. Soil F une con
gruence linéaire de coniques dont la courbe générique a pour 
équations

G

Yife.Ùi, t2,t3)ak^ = 0, (2)
h=i v 7

= 0. (4)
i=1

Désignons par 4> le système formé par les quadriques d’équa
tion (2), système que nous supposons doublement infini, et par 
^ la développable enveloppée par les plans d’équation (4).

Sur un plan iz de ¥ se trouvent oo 1 coniques de T; par un 
point quelconque de n ne peut passer qu’une de ces coniques, 
pai suite elles forment un faisceau, car autrement la congruence 
ne serait pas linéaire. Désignons par cp le système formé par 
les oo 1 quadriques de 4> qui marquent sur tt les coniques de 1\ 
Le plan n ne peut faire partie de l’enveloppe de p, car autre
ment toutes les coniques de la congruence dégénéreraient; par 
suite cp est un faisceau.

Supposons que la classe de la développable ¥ soit supérieure 
à un. Par un point P de l’espace passent plus d’un plan de ¥, 
et dans chacun de ces plans se trouve une conique de T pas
sant par P; la congruence T ne sera donc linéaire que si la 
développable ¥ est un faisceau de plans.

D’après ce que nous avons vu, à un plan du faisceau ¥ cor
respond un faisceau de quadriques cp, mais inversement un de 
ces faisceaux peut correspondre à un certain nombre v de 
plans de ¥.

Les fonctions cpt(<4, t2, f3) sont rationnelles, de sorte que la 
variété de quadriques ¥ est rationnelle, celte variété est donc 
une série rationnelle simplement infinie de faisceaux Les 
groupes de v plans de ¥ correspondants à un même faisceau cp 
forment une involution I, et celte involution est rapportée 
homographiquement à la série des faisceaux cp.
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La droite a, axe du faisceau de plans T, est évidemment 
une droite bisingulière de la congruence T. Dans chaque plan 
de se trouvent encore quatre points singuliers pour la con
gruence, ce sont les points-base du faisceau de coniques de l’ 
situées dans ce plan. Trois cas peuvent se présenter :

a) Aucun de ces quatre points ne se trouve généralement 
sur la droite a;

b) Un de ces points se trouve toujours sur a;
c) Deux de ces points se trouvent toujours sur a.

On obtient ainsi trois types de congruences que nous déno
terons par ro, f», rc.

15. Le lieu des quatre points singuliers d’une congruence Ln 
situés dans un plan de T1" en dehors de la droite a est 
évidemment une courbe C, d’un certain ordre n, s’appuyant 
n — 4 fois sur la droite a. Soit k le nombre de points d’appui 
distincts de C sur a. Un de ces points d’appui est à la fois 
un point-base pour les faisceaux de coniques de P„ situés 
dans v plans de T-, donc il est multiple d’indice v pour C. Par 
suite, on a

n = fcv -f- 4.

La congruence P(, la plus générale est le lieu des coniques s’ap
puyant en deux points sur une droite et en quatre points sur une 
courbe d'ordre kv + 4 ayant k points multiples d’indice v sur la 
droite singulière (*).

D’après une remarque déjà faite, la congruence l'a est de 
classe zéro.

Remarquons enfin que si k = 0, v = 1, la courbe C est une

(*) Cette congruence est signalée par M. Montesano dans le cas v = d. 
(Sui varii tipi .. Loc. cit.)
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quartique gauche qui peut être de première espèce, et ainsi 
commune àx1 quadriques. On aurait trouvé directement celte 
congruence en supposant le système (2) oc

16. Dans une congruence r„, le lieu des trois points singu
liers situés en dehors de la droite a dans tout plan passant par 
cette droite,est une courbe G d’un certain ordre n s’appuyant 
n — 3 fois sur a. Soit k le nombre de points communs distincts 
à C et à a. Deux cas peuvent se présenter :

1" Le point hase sur a des faisceaux de coniques f7 situés 
dans les plans passant par a est variable sur cette droite;

2 Ce point est fixe.

Dans le premier cas, chaque point d’appui de C sur a est 
multiple d’indice v pour C et on doit avoir

n = kv -f 3.

Dans le second cas, la courbe C passe évidemment par le 
point fixe si k > \. Soil P ce point fixe ' pour sa
congruence), p sa multiplicité pour la courbe C. Les k - 1 
points d’appui restants de C sur a sont multiples d’indice v 
pour G, et l’on a

n = (k — I )v + p + 3.

I.es congruences l'h les plus générales sont :

I" Le lieu des coniques s'appuyant en deux points sur une 
droite a et en trois points sur une courbe d'ordre kv 5 ayant l< 
points multiples d’indice. v sur la croite singulière. Les coniques 
de la congruence situées dans un plan passant par a forment un 
faisceau ayant un point-base sur a et les coniques passant par un 
point de a se distribuent en v faisceaux analogues-;

9606
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2° Ou bien le lieu des coniques passant par un point fixe, 
s'appuyant sur une droite passant par ce point, et s’appuyant en 
trois points sur une courbe d’ordre (k — l)v + p + 3 ayant k - 1 
points multiples d'indice v sur la droite singulière et de plus un 
point multiple d’indice p au point principal.

Les congruences r6 sont de classe nulle.

17. Dans une congruence rc, les points singuliers situés 
dans un plan passant par a sont au nombre de quatre, deux 
sur a, deux en dehors de celte droite. Il peut se faire que les 
points singuliers situés sur a soient tons deux mobiles, ou que 
l’un deux soit fixe, ou enfin qu’ils soient tous deux fixes.

Dans chaque cas, le lieu des deux autres points singuliers 
est une courbe C, hyperelliptique, d’ordre n, s’appuyant 
n — 2 fois sur a.

Dans le premier cas, on a li points d’appui multiples 
d’indice v et

n = fev + 2.

Dans le second cas, la congruence a un point principal 
multiple d’indice p pour C et le — ! points de a sont multiples 
d’indice v pour C; on a

n = (k — l)v + p + 2.

Enfin, dans le troisième cas, la congruence a deux points 
principaux, l’un multiple d’indice p, l’autre d’indice n — p — 2 
pour C.

Les congruences I'c les plus générales sont :

1° Le lieu des coniques s’appuyant en deux points sur une 
droite et en deux points sur une courbe d’ordre kv -f- 2 ayant k 
points multiples d’indice v sur la droite singulière. Les coniques 
passant par un point de la droite singulière se distribuent en 
v faisceaux dans v plans passant par la droite singulière et ces 
faisceaux ont un second point-base sur celte .droite ;
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2° Ou bien le lieu des coniques s'appuyant en deux points dont 
un fixe sur une droite et en deux points sur une courbe d'ordre 
(k — 1)v + p -f 2 ayant un point multiple d'ordre p au point 
principal et k — 1 points multiples d’indice v sur la droite singu
lière. Les coniques passant par un point de cette droite se 
distribuent en v faisceaux de plans différents.

3° Ou enfin le lieu des coniques passant par deux points fixes 
et s’appuyant deux fois sur une courbe d’ordre n ayant aux points 
fixes des multiplicités d'ordres p, n — p — 2 respectivement.

18. Congruences de la seconde catégorie. — Soit mainte
nant T une congruence engendrée par les intersections des 
quadruples

6

£ Mb, b, h)ak% = 0
h=ï

d’une variété fI> doublement infinie, et des plans correspon
dants

4
£ Mb, b, t3)Xi = 0
i=l

d’une surface-enveloppe lF.
La variété et la surface sont rationnelles.
Nous désignerons par n2 l’indice (*) de d>, par n, la classe 

de 'F, et nous supposerons que dans un plan tangent à f se 
trouvent vt coniques de T et que sur une quadrique de <f> il s’en 
trouve v2.

Supposons qu’aux plans tangents à f et passant par un 
point P correspondent des quadriques de <I> formant un système 
simplement infini » d’indice p2 et qu’inversement à une qua
drique de ^ correspondent /ct(< v2) plans passant par P. De 
même aux quadriques passant par P correspondent les plans

(*) Nombre de quadriques passant par deux points.
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d’une développable <J> d’indice (classe) pi, circonscrite à *F, un 
plan de celte développable correspondant à ft2(< v( ques
passant par P. On a d’ailleurs

P-1^2 = (1)

Considérons maintenant le lieu des coniques de la congruence 
dont les plans passent par un point générique P. Ce lieu est 
une surface F passant simplement par P, puisque par ce point 
passe une seule conique P. Les plans des coniques de F 
s’appuyant sur une droite passant par P contiennent évidem
ment cette droite, donc ils sont au nombre de »,. Chacun d’eux 
contient v, coniques de T et, par suite, F est d’ordre 2ntvi + 1.

Les coniques de la congruence F dont les plans passent par un 
point fixe engendrent une surface d’ordre 2n,v, + » Pi-

Mais nous pouvons calculer l’ordre de cette surface d’une 
autre manière. Soit (x) une ponctuelle quelconque. Par un 
point Xi de (x) passent », plans tangents à lF et passant par P, 
à ces plans correspondent n,v, quadriques de <I> marquant 
sur {x), 2n,v, points X2. Inversement, à un point X2 corres
pondent points X,. D’après le principe de Chasles, il y a 
2n,vt p,ki coïncidences des points X,, X2 et un de ces points 
appartient à F; nous trouvons donc pour l’ordre de cette 
surface un nombre plus élevé que tantôt.

Pour éviter celte contradiction, nous devons admettre qu'il 
existe une développable \ de classe 3, circonscrite à V, dont 
tout plan forme, avec ^(u2/c, — 1) plans d’une seconde déve
loppable X', de classe 3', des quadriques de la variété d>. Nous 
n’excluons pas la dégénérescence éventuelle de la dévelop
pable D et par suite de la développable LV. Les coniques de F 
situées dans les plans passant par P forment une surface 
d’ordre 2»,v, + mais chaque plan de-D passant par P

(*) Ce théorème a été établi par M. Montesano, Su le congruence .. 
(Loc. CIT.)

B/A
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entre — 1) fois dans cette surface; il reste donc une
surface d’ordre effectif 2n,v, 1, ce qui est conforme au
théorème établi plus haut.

19. Considérons une droite a appartenant à la surface 'Ir, 
de sorte (pie tout plan passant par a contient des coniques de 
la congruence F. Ces coniques seront marquées par les qua- 
driques d’un système A, simplement infini, appartenant à <1>. 
Il peut arriver que A se scinde en deux systèmes, dont 
l’un, A', est tel que chacune des quadriques lui appartenant 
contient a. Alors dans tout plan passant par a se trouvent un 
certain nombre a de coniques dégénérées. Ces coniques dégé
nèrent en la droite a et en une autre droite, ou bien en la 
droite a comptée deux fois. Nous aurons à distinguer ces deux 
cas dans la suite. Pour le moment, remarquons que la droite a 
est multiple d’ordre a pour toute surface F.

Pour atteindre la plus grande généralité, nous supposerons 
qu’il existe p droites a,, a2, ..., % analogues à a, et nous indi
querons par <X|, a2, ... a„ leurs multiplicités respectives pour 
chaque surface F.

20. Une congruence linéaire de coniques ne pent posséder 
de points focaux. Supposons, de plus, que la congruence F ne 
possède aucun point principal, quitte à examiner ce cas plus 
tard. Chaque conique de F possède six points singuliers qui 
peuvent se répartir sur k courbes singulières C(, C2, ..., Cft 
respectivement d’ordres À2, ..., lh, de telle manière que la 
ième courbe Ci soit wij— singulière. On aura évidemment

nii + wj2 -f- • • • + wJft = 6. (2)

Ces courbes Cl5 ..., Cft appartiendront à chaque surface F 
avec certaines multiplicités que nous représenterons par 
qu q2, ..., qK respectivement.
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Envisageons deux surfaces F relatives à deux points quel
conques P4, P2. Ces deux surfaces auront en commun les 
courbes singulières, les droites at, ap et enfin nl coni
ques de 1' dont les plans passent par P, P2. On aura donc, s’il 
n’existe aucune droite singulière admettant des coniques 
infiniment voisines (*),

+ l)2 = înlvl + £ V/! + °, (3)
i=l

moyennant

? = Yéa*- o*)
i=i

Considérons maintenant une surface F et une conique de T 
n'appartenant pas à F. Les points de rencontre de cette conique 
avec F se trouveront nécessairement sur les lignes singulières 
de la congruence, donc on a

2(2»^ + 1) = trifli + m//2 + • • • + mkqK. (8)

Reprenons l’examen de la droite a considérée au numéro 
précédent. Si les coniques dégénérées de T situées dans les 
plans passant par a sont composées de a et d’autres droites, 
ces dernières s’appuient sur a et sur les courbes singulières, 
mais elles doivent engendrer une surface, donc les points 
d’appui sur les courbes singulières sont au nombre de deux. 
La droite a devant former une conique de la congruence avec 
une bisécante de l’ensemble des courbes singulières, s’appuie 
nécessairement en quatre points sur cet ensemble.

Si les coniques dégénérées situées dans les plans passant 
par a se composent de la droite a comptée deux fois, cette 
droite s’appuie naturellement six fois sur les courbes singu
lières.

(*) Voir Montesano, Suii varii tipi... (Loc. crr.)
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§ 3. Congruences linéaires de coniques ayant une courbe 
sextisingulière.

21. Proposons-nous maintenant de rechercher les con
gruences de coniques T n’ayant qu’une seule courbe singulière. 
Les formules (2), (3) et (5) deviennent alors

(2n1v1 -f l)2 = + Xg2 + <r,
(SnjVj + 1) = 3 q.

L’élimination de q donne

(271^ + if (9 — X) = \ 8ntv4 + 9<t.

Le second membre étant au moins égal à l’unité, on a pour 
X les seules valeurs possibles 6, 7 ou 8. Nous allons examiner 
ces différents cas en détail.

22. Commençons par le cas X = 6. On a

4(n1v1)2 — 2 + 1 — St = 0,

d’où

n^ — - ^1 ±^125 — 3^

Le signe — doit évidemment être rejeté. De plus, = 1. 
Posons

12<t — 3 = z2,
d’où

z + 1
?,1= —

Nous voyons que z2 -f- 3 est multiple de 12, donc z est mul
tiple de 5. Posons donc z = 3z\ il vient

3z'* + 1-1», 3*' + 1 = 4nt.
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Par soustraction, on voit que 3z'2— 3z' est multiple de 4, 
c’est-à-dire que z' (z' — 1) est multiple de 4. On en conclut 
que z' est multiple de 4 ou multiple de 4 augmenté d’une 
unité. Dans la première alternative, en supposant z1 = 4e, on 
aurait

4»q = 12s + 1,

ce qui est impossible en nombres entiers. Dans la seconde 
hypothèse, posons a'= 4e-fl, e étant entier positif; alors 
on a

nt = 3s-|- l, q — Ve + i, a = 12s2 -f- 6s -f 1.

Line conique de la congruence ne peut évidemment dégé
nérer en une droite comptée deux fois, car une telle droite s’ap- 
puyerait en six points sur la courbe singulière C, du sixième 
ordre. Les droites que nous avons appelées ah a2, ..., ap 
forment donc, avec d’autres droites, des coniques dégénérées 
de la congruence. Mais ici on a vt = 1, donc a! = 1, a2 
= 1, ..., ap = 1. D’autre part, une sexlique gauche a au plus 
six quadrisécanles (*) et chacune des droites ah ... ap est 
nécessairement une quadrisécante, donc on a p < 6 et, par 
suite,

12s2 -f 6s + 1 < 6.

La seule solution possible en nombre entier est s = O, donc

«1=1, '/ = 1, <7=1.

Les surfaces F sont des surfaces cubiques passant simple
ment par C et a, donc le genre de C est égal 2 et celte courbe 
ne possède que la seule quadrisécante a. Deux surfaces F ont 
en commun une conique de la congruence et ces surfaces for-

(*) F. Debi’yts, i\ole sur la configuration formée par les quadrisécantes 

des courbes gauches rationnelles du sixième ordre. (Buu,. de i.’Acad. roy. de 
Belgique, 1898, (3), XXXV, pp. 421-438.)



ment un réseau générateur. Les plans des coniques de la 
congruence passent par un même point (% = 1), ce point est 
situé sur la droite a. En effet, dans le cas actuel, la surface V 
dégénère en une gerbe et la droite a doit appartenir à celte 
gerbe.

A) La congruence linéaire de coniques ayant une courbe gauche 
du sixième ordre sextisingulière est le lieu des intersections varia
bles des surfaces cubiques passant par la courbe singulière et par sa 
quadrisécanle. Celle-ci est unique, la courbe singulière est de genre 
deux et la congruence est de la classe un; tous les plans des coniques 
de la congruence se coupent en un même point de la quadrisécanle.

Cette congruence a été rencontrée par M. Montesano (*) et, 
plus récemment, par M. Stuyvaert (**).
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23. Envisageons maintenant le casX=7. On a évidem
ment V| = 1, et

On en déduit

Posons

d’où

8 ni — lOiii -f- 2 — (/<t = 0.

«1 = 3V8<T +
8<t + 1 = z2,

8u4 = 5 + 3z,

car il est évident que le signe — est à rejeter. Additionnons 
les deux dernières égalités après avoir multiplié les deux mem
bres de la première par 5; nous voyons que z (5z + 5) est 
multiple de 8. Un calcul simple, analogue à celui que nous 
avons effectué plus haut, montre que l’on doit avoir z = 8e + 1, 
e étant un nombre entier positif. Alors, on a

«4 = 3e + 1, q = 2e + 1, <r = 2e(4e + 1).

(*) Sui varii tipi... (Loc. cit.)
(**) Sur certaines courbes gauches du sixième ordre. Konink. Akad. van 

Wetenschappen te Amsterdam. Verslag, 1908, pp. 400-406.)
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Supposons d'abord qu’il n’existe pas de coniques de la con
gruence dégénérées en des droites comptées deux fois. Alors 
les droites.al5 a2, ap sont toutes des quadrisécantes de la 
courbe singulière C. Celte courbe aura le plus grand nombre 
de quadrisécantes lorsqu’elle sera rationnelle, donc, d’après un 
théorème de F. Deruyls (*), onap< 20.

Par une des quadrisécantes éventuelles a de C, menons un 
plan 7t. Ce plan rencontre encore C en trois points et la droite 
qui joint deux quelconques de ces points forme avec a une 
conique de la congruence. Le plan n contient donc trois coni
ques dégénérées de la congruence et, par suite, la droite a est 
triple pour chaque surface F. Ainsi, on a a, = a2 = ... = av 

= 3 et
P
£ «ï = 9p = 8e2 + 2e.

Une première solution est fournie par e = 0, p = 0. Voyons 
s'il peut exister d’autres solutions, en nombres entiers et 
positifs, de l’équation précédente. On a nécessairement

Posons z2 = 72p -f 1. Le produit (z — 1) (z + 1) doit être 
divisible par 72. L’un des facteurs doit être m e de 9. 
D’autre part, si l’un des facteurs est multiple de 4, l’autre est 
multiple de 2, il suffit donc de considérer les cas suivants : 
z = d6ti ^ ï s === f 8ï) -J- F z == f ^7} — 1, z = ôi)ti — 1, 
O étant dans chaque cas un nombre entier et positif. Les valeurs 
correspondantes de p sont : /> = 72ïi (18yj + 1), p = 5t>r, (ï) + 1), 
p = 36t) (ti — 1 ), p = 72rj (18t) — 1). Dans chaque cas, p doit 
être au plus égal à vingt, ce qui exige toujours rj = 0. Nous 
voyons donc que la courbe C ne peut avoir de quadrisécantes,

(*) Notes sur les sécantes multiples des courbes gauches rationnelles. 
(Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, 1898, (3), XXXV, pp. 287-294.

83
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car de r\ = 0, on conclut p = 0. On a riy = \, q — \, de sorte 
que les surfaces F deviennent des surfaces cubiques. Les plans 
des coniques de la congruence forment une gerbe dont le 
sommet 0 est un point singulier et, par conséquent, se trouve 
sur la courbe singulière C. Les surfaces cubiques F forment 
un réseau, chacune de ces surfaces étant le lieu des coniques 
de la congruence dont les plans passent par une droite conte
nant le point 0.

La classe de la congruence est égale à l’unité.
La courbe C, du septième ordre, étant la base d’un réseau 

de surfaces cubiques, est de genre cinq (*). Donc :
B ) Une congruence linéaire de coniques possédant une courbe 

singulière du septième ordre est constituée par le lieu des intersec
tions variables des surfaces cubiques d'un réseau agant pour base 
une courbe gauche d’ordre sept et de genre cinq.

Une courbe gauche d’ordre sept et de genre cinq peut dégé
nérer en une courbe gauche du sixième ordre et de genre deux 
et en une quadrisécanle de celte courbe. On voit ainsi que la 
congruence A) du numéro précédent se présente comme cas 
particulier de la congruence B).

La congruence B) a été étudiée par M. Montesano et ren
contrée par M. Veneroni, comme nous l’avons déjà indiqué 
(ch. I, § 2).

24. Passons au cas général en supposant que la congruence 
possède des coniques dégénérées en des droites comptées deux 
fois. De pareilles droites sont des sextisécantes de la courbe 
singulière C, d’ordre 7.

S’il existait deux sextisécantes de la courbe C, ces droites 
et la courbe elle-même seraient situées sur une quadrique lieu 
des droites s’appuyant sur C et sur les sextisécantes. Toute 
conique s’appuyant en six points sur C appartiendrait à cette 
quadrique, de sorte que ces coniques ne forment certaine

(*) Stuyvaert, Cinq études... (Loc. crr.) (Étude I.)
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ment pas une congruence. On supposera donc que la courbe C 
admet une seule sextisécanle a] et quelques quadrisécantes
a2> a3> •••> av

La droite at fait partie d’une seule conique dégénérée, donc 
a.i = 1. Chacune des p — 1 quadrisécantes de la courbe C fait 
partie de trois coniques dégénérées appartenant à une même 
surface F, donc a2 =-• a3 = ... - a„ 5. On a ainsi

8es + 2e + 8 — 9p = 0,

équation que l’on obtient en égalant les deux valeurs de <r :
P
2a-, 8e2-f 2e. Un raisonnement analogue à celui qui a été

i=l

développé au numéro 25 montre que la seule solution possible 
en nombres entiers est p = 2, e = 1 (on tient compte dans le 
calcul de la limite supérieure de p).

Pour s = t, on a ii| = 4. q = 5. Les surfaces F sont des 
surfaces du neuvième ordre passant triplement par la courbe C 
et sa quadrisécanle a2, simplement par la sextisécanle at.

Considérons un point P quelconque sur la droite a2 et 
construisons la surface F relative à ce point. La surface F4, 
lieu des bisécantes de C s’appuyant sur a2, va évidemment faire 
partie de F. Supposons que par un point arbitraire de a2 
passent k bisécantes de C, alors F, est d’ordre le q- 5. F! faisant 
partie d’une surface F, d’ordre 9, on a k < 6. La courbe C, 
d’ordre sept, possédant une sexlisécante a{, est rationnelle, 
elle se projette du point P sur un plan tt en une courbe ration
nelle C' possédant un point quadruple et le points doubles. La 
courbe C' possède donc en outre un certain nombre de points 
singuliers équivalents à 9 - le points doubles, car une courbe 
plane d’ordre sept est au plus de genre 15 et un point quadruple 
abaisse le genre de (i unités, A points doubles de k unités. Remar
quons que par un point quelconque de a2 il ne passe jamais 
de trisécante de C, car une pareille droite rencontrerait chaque 
surface F (d’ordre 9) en douze points et appartiendrait ainsi 
à toutes ces surfaces, ce qui est impossible. Les nouvelles sin
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gularités de la courbe C' proviennent donc de points multiples 
effectifs (non apparents) de C. Un point multiple de C se trouve 
nécessairement sur la sextisécante al et il est au plus triple, 
car autrement il appartiendrait aussi à a2, ce qui n’est pas 
possible. Supposons donc que sur av se trouvent aq points 
simples, a;2 points doubles et x5 points triples de C. On a 
évidemment

xt + 2aq + 3æ3 = 0, 

x., + 3aq + k = 9.

La surface F! passe doublement par la courbe C et une sur
face F triplement par la même courbe, de sorte que Fj n’est 
certainement pas d’ordre neuf. La surface F relative au point P 
se scinde alors en deux surfaces, la surface F1( d’ordre k + 3, 
et une surface F2, d’ordre 6 — k, passant simplement par C. 
Cette courbe n’est certainement ni plane, ni située sur une 
quadrique, car alors la congruence cesserait d’exister. On a 
donc k < 5.

Une section plane de la surface F4 a certainement 7 points 
doubles (sur C); le genre de cette section ne pouvant être 
négatif, l’ordre de F, est au moins égal à 6, ce qui donne 
k > 5. On a donc finalement k = 3. Un simple calcul donne 
alors aq = a;2 = O, aq = 2.

Ainsi la courbe C possède deux points triples sur la droite
«t (*)■

La surface F2 est du troisième ordre, elle contient la courbe C 
et les droites a1; a2. A chaque point P de a2 correspond une 
surface de F2 et toutes ces surfaces F2 forment un faisceau, 
puisque la congruence est linéaire.

Reprenons la surface F2 relative au point P de a2. Les 
coniques de la congruence situées sur F2 forment évidemment

(*) Ces points sont évidemment doubles pour toutes les surfaces F», 
puisque toute section plane d’une de ces surfaces par ai a des points 
doubles en ces points.

4
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un faisceau ilonl l’axe d appartient à la surface et passe par P, 
puisque par hypothèse tous les plans des coniques envisagées 
passent par ce point. La droite d s’appuie aussi sur la droite ai, 
puisque celle-ci intervient sur F2 comme conique dégénérée 
du faisceau. Enfin la droite d s’appuie sur G, car toute conique 
du faisceau contient seulement six points de G. Nous en con
cluons donc que la surface-enveloppe des plans des coniques 
de la congruence est le lieu des droites s’appuyant sur la 
courbe G et les droites a1; a2. Cette surface est du quatrième 
ordre (nous avions déjà trouvé nt = 4), car toute quadrique 
lieu des droites s’appuyant sur d!, a2 et sur une droite arbi
traire b, rencontre C en quatre points en dehors de av et a2. 
De plus, cette surface passe simplement par C et a2, triple
ment par oj.

C) Une seconde congruence linéaire de coniques possédant une 
courbe sextisingulière d’ordre sept est constituée par les coniques 
s'appuyant en six points sur une courbe gauche d’ordre sept ayant 
deux points triples et une seule quadrisécante. L'enveloppe des 
plans de ces coniques est la surface d’ordre quatre lieu des droites 
s’appuyant sur la courbe, sur la quadrisécante et sur la droite 
joignant les deux points triples.

Cette congruence a été signalée par M. Montesano (*).

25. Envisageons le cas X = 8. On a

4 (ntv,)2 — 14(«1v1) + 1 — 9ff = 8,

d’où

On voit immédiatement que le signe — est à rejeter, nv vt 
devant être positif et le radical étant au moins égal à 3.

(*) Sui varii tipi... (Loc. cit., II, p. 18.)
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Posons 4<t + 5=z2, il vient n4 vt = j (3z -f 7) = J(* fl) + 1. 
On voit ainsi que z -f 1 est multiple de 4, c’est-à-dire que l’on 
a z = 4e — 1, e étant entier et positif. Il vient alors

WjVj = 3e -f 1, q = 2e -f 1, <7 = 4e2 — 2e — 1.

Soit a une quadrisécante éventuelle de la courbe singulière C. 
Un plan n passant par a rencontre encore C en quatre points 
variables et la droite a forme, avec une droite unissant deux 
de ces points, une conique dégénérée de la congruence; par 
suite, chaque surface F passe six fois par la droite a.

Une sextisécante éventuelle de la courbe C est évidemment 
simple pour chaque surface F. Remarquons qu’il ne peut 
exister trois pareilles droites, car, dans ce cas, la courbe G 
serait tout entière sur Phyperboloïde ayant ces droites comme 
directrices, et la congruence cesserait d’exister, toutes ses 
coniques étant situées sur la quadrique.

Nous avons donc à examiner les cas suivants :

a) La courbe C possède p quadrisécanles et ne possède 
aucune sextisécante. Alors

7 = £ «î = 56/'.

b) La courbe C possède/?' = p— 1 quadrisécanles et une 
sextisécante. Ici

y = 36// -f 1.

c) La courbe C possède p" = p — 2 quadrisécanles et deux 
sextisécantes. Dans ce cas, on a

■y = 36/;" -f 2.

On a vu que

y = 4e2 — 2e — I.



Donc, dans le premier cas, on doit avoir 

36p = 4e2 — 5e — 1

ou
18p = 2e2-e-J-

Cette équation est impossible pour p, e entiers et positifs, 
donc le premier cas doit être rejeté.

Envisageons le second cas b). Alors

18p' = 2e2 —e —1,

d’où

Posons 1 + 16p' = z2. Alors (z — 1) (z + 1) est multiple 
de 16. Si l’un des facteurs est multiple de 8, l’autre sera pair, 
il suffit donc de considérer les cas z = 8ti + 1, z = 8ï) — 1, 
?! étant entier positif dans chaque cas. Ces cas donnent respec
tivement pour e les valeurs e = 6ti + 1, e = 6y> — §• La seconde 
est évidemment à rejeter.

Ainsi, dans l’hypothèse b), on a s = 6ti + 1, p' = r, (4t) + 1).
Plaçons-nous enfin dans l’hypothèse c). On doit avoir :

équation impossible en nombres entiers.
En résumé, lorsqu’une congruence linéaire de coniques pos

sède une courbe sextisingulière d’ordre huit, on a

„lVl = J(9n + 2), q = 3(4r, + 1), a = 144n* + 36yi + 1.

La courbe singulière possède une sextisécanle et r, (4r, + 1) 
quadrisécantes.



Soil a une des quadrisécantes éventuelles de la courbe C 
fa < 0). Si nous désignons parie le genre de C, il passera 15 
— n bisécantes de celle courbe par un point P de a. Mais la 
surface F relative au point P passe six fois par a et contient 
la surface lieu des bisécantes de C s’appuyant sur a, donc 
15 — it < 6 et ic > 9.

D’autre part, si nous projetons la courbe C sur un plan 
quelconque d’un point commun à C et à la sextisécante, nous 
voyons que it < 5. Nous arrivons ainsi à une absurdité prove
nant de ce que nous avons supposé yj>0. Ainsi on a -q = 0 et

vj = A, q = 3, T = 1.
Soit Q un point quelconque de la courbe C. La surface F 

relative au point Q va se scinder en une surface F^ lieu des 
coniques de la congruence passant par Q( et en une surface 
résidu F2. La surface F, est du sixième ordre, car la courbe C 
étant triple pour F, une droite issue de Q est la corde de trois 
coniques de la congruence passant par Q. La surface F2 est 
alors du troisième ordre, elle passe simplement par C et par 
la sextisécante d. La surface Ft passe doublement par C.

Les surfaces F2 construites en partant de tous les points de 
la courbe C forment nécessairement un faisceau et les coniques 
de la congruence situées sur une de ces surfaces forment un 
faisceau, sans quoi la congruence ne serait pas linéaire. La 
courbe C et la droite d forment donc la base d’un faisceau de 
surfaces cubiques.

Considérons une conique de la congruence et la surface F2 
qui la contient. Le plan de la conique rencontre cette surface 
en une droite qui s’appuie nécessairement sur d et deux fois 
sur C. Ainsi, les plans des coniques de la congruence enveloppent 
la surface lieu des bisécantes de C s’appuyant sur d.

Si nous construisons la surface F relative à un point de la 
droite d, nous voyons qu’elle comprend autant de surfaces F2 
qu’il passe de bisécantes de C par le point choisi. Si k est ce 
nombre, comme F est d’ordre 9, on a nécessairement k < 3. 
La surface enveloppe W des plans des coniques de la con
gruence est alors d’ordre k + 1. Si un plan tangent à conte
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nait deux coniques de la congruence (vi > 1), il y aurait deux 
bisécantes de C s’appuyant sur d dans ce plan. Donc si > \, 
k > \ . D’autre part, k + 1 doit être un diviseur de 4, puisque 
n1v1=4. Le seule solution possible est évidemment nt = 4, 
Vj = 1, /c = 5. La courbe C est alors de genre 3.

Les surfaces F2 marquent sur un plan passant par d, un 
faisceau de coniques dont les points-base sont nécessairement 
sur C; par suite, deux de ces points se trouvent sur la droite d. 
Par conséquent, la courbe C s’appuie sur la droite d en deux 
points distincts, et ces points sont nécessairement triples pour 
la courbe C et doubles pour les surfaces F2, puisque toute 
section plane d’une de ces surfaces passant par d a des points 
doubles en ces points.

D) L’unique congruence linéaire de coniques admettant une 
courbe sexlisingulière du huitième ordre est constituée par les 
coniques s’appuyant en six points sur une courbe du huitième 
ordre et de genre trois ayant deux points triples (*).

On voit que si la courbe du huitième ordre dégénère en 
une courbe rationnelle du septième ordre, dotée de deux points 
triples, jointe à sa quadrisécanle, on retrouve la congruence c) 
du numéro 24.

En résumé : Si une congruence linéaire de coniques possède 
une courbe sexlisingulière, cette courbe est

1° D’ordre huit, de genre trois, dotée de deux points triples, 
éventuellement dégénérée en une courbe rationnelle du septième 
ordre jointe à sa quadrisécante et dotée de deux points triples ;

2° D'ordre sept, de genre cinq, éventuellement dégénérée en 
une courbe du sixième ordre, de genre deux, jointe à sa quadri
sécante (*’). * (**)

(♦) Cette congruence a été signalée par M. Montesano, Sui varii tipi... 
(Loc. ciT., pp. 15 et suiv.)

(**) Ces congruences ont été rencontrées par M. Montesano, mais ce 
géomètre ne prouve pas que les congruences A (n« 22) et C (n° 24) sont les 
seuls cas particuliers des congruences B (n° 23) et U (n° 25) donnant une 
seule courbe sextisingulière.
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§ 4. — Congruences linéaires de coniques 
ayant une courbe bisinguliére et une courbe quartisingulière.

26. Considérons une congruence linéaire de coniques F, 
possédant une courbe bisinguliére Ct d’ordre Xt et une courbe 
quartisingulière C2 d’ordre X2. On a Xt > 2 (*), X2 > 4.

Les équations (3) et (5) du numéro 20 deviennent ici :

(2^ + l)2 = 2ntVi + \q\ + \ql + <r, (1)

2/ijVj + 1 = 9i + 2?2. (2)

Éliminons 2n1v1 entre ces équations, elles deviennent

(X2 — 4) q\ — 2 (iqi — 1 ) </, + (X — 1) qî + <h + * — 1 = 0. (3)

Le discriminant de l’équation (3), où g2 est considéré comme 
inconnue, doit être positif ou nul, car </2 est un nombre entier 
et par suite est réel. Ainsi

(tAj + Xj — — X(<U — 1) — 0* — 4)<t — 3 > 0. (4)

On a qt > 1, X2 ^ 4, de sorte que X2(qq — 1) + (X2 — 4)<r + 3 
est certainement positif. L’inégalité précédente entraîne donc

4Xj -|- X2 — XjX2 > 0. (5)

Puisque Xt > 2, Xt — 1 est positif et l’on a

4X±
Xi-1

La plus grande valeur de la fraction est atteinte pour
Xt = 2; donc X2<8. L’ordre de la courbe C2 peut donc prendre 
les valeurs X2 = 4, 3, 6, 7.

(*) Le cas Aj = 1 rentre dans la première catégorie (chap. Ill, § 2).
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Pour a2 = 4, le polynôme + ) 2— XjX2 esl positif 
quelle que soit la valeur attribuée à Xt. Pour À2 = 5, on a 
4Xt + X2 — VÂ2 = 5 — Xt>0, et Xt peut prendre les valeurs 
2, 3, 4. Si a2 = ü, 7, peut seulement prendre la valeur

= 2. Ainsi :

Si une congruence linéaire de coniques possède une ligne bisin- 
gulière Ct et une ligne quartisingulière C2, ou bien C2 est une 
quartique et C( est d’ordre quelconque (> 2) ; ou bien C2 est une 
quintique et Ct est une conique, une cubique ou une quartique; 
ou enfin Ct est une conique et l’ordre de C2 est égal à sia; ou sept.

27. Considérons en premier lieu une congruence linéaire 
formée par les coniques s’appuyant en quatre points sur une 
quartique gauche C2 de première espèce et deux points sur 
une courbe Ct, d’ordre Xt. Soit k le nombre des points d’appui 
de la courbe Ct sur la quartique C2.

La courbe C2 est la base d’un faisceau de quadriques |Q|. 
Une quadrique Q de ce faisceau |Q| contient toutes les coniques 
de la congruence passant par un quelconque de ses points (en 
dehors de C2)- Ces coniques sont en nombre simplement infini 
et forment par conséquent un faisceau, car autrement la con
gruence ne serait pas linéaire. Les plans des coniques situées 
sur la quadrique Q ont donc en commun une droite d. Lorsque 
la quadrique Q varie dans le faisceau |Q|, la droite d décrit 
une surface 'U, la surface-enveloppe de la congruence.

Une quadrique Q rencontre la courbe Cj en 2—k points 
en dehors de C2 ; par chacun de ces points passent des coniques 
de la congruence en nombre infini, et toutes ces coniques 
appartiennent à Q. On en conclut que les points d’intersection 
considérés sont aussi les points communs à la quadrique Q et 
à la droite d relative. Par suite 2X4 — k = 2, c’est-à-dire 
k = 2(V—1). Les droites d sont des bisécantes de la courbe Cj 
et celle-ci possédant une série linéaire d’ordre 2, est hyper- 
elliptique.

Si dans un plan tangent à la surface V se trouvent générale
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ment Vi coniques de la congruence, une même droite d de ¥ 
correspond à v, quadriques du faisceau |Q|. Chaque droite d a 
2vj points communs avec la courbe Ct. Si vt> 2, cette courbe 
admet donc une infinité de 2vt — sécantes. On a 2'^ < Xf.

Reprenons les équations (1) et (2) du numéro 26; elles 
deviennent

4(rcivf)2 + 2w4v4 + \ = \q\ + \q\ + <x,

2n1v1 + 1 = qt + Hz-

Onagi = l, car un plan tangent à la surface W ne contient 
qu’une conique de la congruence passant par un des points de 
Cj situés dans le plan considéré. Par suite, q.2 = n^x.

Nous distinguerons deux cas, suivant que la courbe Ct est 
gauche ou plane.

a) Ct est une courbe gauche, hyperelliptique, de genre 7t.
Soit a, une droite qui forme, avec une infinité d’autres 

droites, des coniques dégénérées de la congruence. La courbe 
C2 n’ayant ni quadrisécanle ni trisécante, la droite ay est 
nécessairement une bisécante commune aux courbes Q, C2, 
dont les points d’appui sur ces courbes sont distincts. Un plan 
passant par a{ contient une seule droite qui forme, avec a4, 
une conique dégénérée de la congruence, donc ai est simple 
pour chaque surface F. Le nombre des droites analogues à ax 
est égal à 2it —1 et l’on a t = X, — 2tt—i. On en 
déduit ntvi = X) — tt — 1.

Si une congruence linéaire de coniques admet deux lignes sin
gulières gauches dont une quartique de première espèce quartisin- 
gulière, la surface-enveloppe de la congruence est une réglée 
d’ordre ni et la courbe bisingulière, d’ordre ky, est hyperelliptique 
(de genre iz), s'appuie en 2(Xt — J) points sur la quartique et 
rencontre chaque génératrice de la surface enveloppe en 2v4 points. 
La classe de la conguence est égale à ntvi.

Un exemple de congruence linéaire pour lequel vt est supé
rieur à un est donné par ^ = 5, % = 2t, vt = 2. On sait, en
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effet, que sur une quadrique on peut tracer une courbe 
d’ordre cinq rencontrant toutes les génératrices d’un même 
système en quatre points (*).

b) Cj est une courbe plane, hyperelliptique, de genre ■*.
Soit y le plan de la courbe Ct. Les points d’intersection de 

C2 avec y sont des points m ' ' es d’indice t pour Ct, et l’on a
= 2<-j-4,
Dans le cas actuel, x est certainement nul, de sorte que l’on 

a X, = ânjVj -)-1, c’est-à-dire n1v1 = t. La surface-enveloppe ‘F 
devient une courbe de classe nx du plan y.

Si une congruence linéaire de coniques possède une quartique 
gauche de première espèce quartisinguliére et une courbe plane 
bisingulière, celle-ci est d'ordre 2t -f 1, a quatre points multiples 
d'indice t sur la quartique, et est hyperelliptique de genre infé
rieur à t.

Les congruences rencontrées dans ce numéro ont été signalées 
pour vt = l par M. Montesano (* **). Quelques cas particuliers ont 
été étudiés par M. Pieri (***).

28. Considérons actuellement une congruence linéaire de 
coniques ayant une quartique gauche de seconde espèce C2 
quartisinguliére et une courbe Ct, d’ordre Xj, bisingulière
(Xj > 2).

Soit k le nombre de points communs aux courbes C1; C2. 
La courbe Ct ne peut se trouver sur la quadrique lieu des tri- 
sécantes de C2, car alors la congruence de coniques serait 
d’ordre zéro; donc /c<2Xt.

Une trisécante a de C2 s’appuyant sur Ct, forme, avec une

{*) Bertini, Suite curve gobbe rationali del 5° ordine. (In memoriam 
I). Chelini. Collectanea Mathematica. Milano, Hœpli, 1881, pp. 313-326.)

(**) Suivarii tipi... (Loc. cit.)
(♦**) Sopra alcune congruenze... (Loc. cit.)

36



droite s’appuyant sur a, C1? C2, une conique dégénérée de la 
congruence. Dans un plan passant par a se trouvent Xt— \ 
droites formant avec a de pareilles coniques dégénérées, donc 
la droite a est multiple d’ordre X[— 1 sur toute surface F. La 
surface F relative à un point P de a se scinde en deux surfaces 
dont l’une est le lieu des droites s’appuyant sur a, Ct et C2. La 
multiplicité de a pour cette dernière surface ne peut donc 
excéder Xj— 1. Cette multiplicité est égale au nombre de 
droites s’appuyant sur Clt C2 (en des points distincts) que 
l’on peut mener par P, c’est-à-dire à 4Xt — k— 3. Ainsi 
4Xt— k—3<Xj —1, c’est-à-dire

S’il existe une trisécante de C2 s’appuyant sur C1; on doit 
donc avoir 2X, >/c> 5Xt — 2, c'est-à-dire Xi —2, k =4. Il 
ne peut donc pas exister de telles trisécantes, c’est-à-dire 
fc = 2Xt.

Supposons qu’il existe une droite a' s’appuyant deux fois sur 
chacune des courbes Ct, C2 (en des points distincts). Toute 
bisécante de C2 s’appuyant sur a' forme avec celte droite une 
conique dégénérée de la congruence. Un plan passant par a' 
coupe encore C2 en deux points, donc a' est simple pour toute 
surface F. Si nous construisons la surface F relative à un 
point de la droite a', nous voyons que cette surface se scinde 
en deux autres dont l’une est le lieu des bisécantes de C2 
s’appuyant sur a'. Par conséquent celte droite doit être simple 
pour celle dernière surface. Mais, (l’autre part, par tout point 
de a' passent encore deux autres bisécantes de C2 et la surface 
formée par ces bisécantes passe doublement par a'. Pour éviter 
toute contradiction, nous devons supposer que les courbes 
Ct, C2 n’ont aucune bisécante commune (les points d’appui 
étant distincts). En utilisant un théorème classique de Halphen 
donnant le nombre de droites communes à deux congruences 
réglées, on trouve

6it = (X4 — 2) (Xj 3),

« étant le genre de la courbe Ct.

( 59 )
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Considérons les coniques passant par un point P, de C)f 
elles rencontrent encore Ct en un second point P2 qui peut 
être mobile ou fixe.

Si le point P2 est variable, nous avons une correspondance 
birationnelle entre les points de Cj et les coniques de la con
gruence passant par Pt. Le lieu de ces coniques est une sur
face algébrique sur laquelle elles forment un faisceau, car la 
congruence est linéaire. Ce faisceau a un point-base Pj et par 
conséquent, d’après un théorème de Liiroth, il est linéaire (*). 
Par suite n = 0.

Si le point P2 est fixe, les coniques passant par P1; P2 
engendrent une surface II, d’ordre P + 2, passant p fois par la 
droite Pj P2 et ayant des points multiples d’indice p-|-4 en 
Pj, P2. Mais, d’après un théorème de M. Bertini (**), « si la 
surface générique d’un système linéaire a un point multiple 
d’indice t variable, le lieu de ce point est une variété-base 
multiple d’indice t—1 pour le système linéaire ». La sur
face Il engendre un faisceau lorsque Pt varie sur Ct, car par 
tout point de l’espace passe une conique de la congruence 
déterminant deux points sur la courbe Ct, l’un de ces points 
pourra être pris pour P1( l’autre pour P2, mais chaque 
arrangement donnera évidemment la même surface II. La 
droite Pt P2 décrit une surface réglée qui ne peut faire partie 
de la base du faisceau des surfaces 11, donc p<I. Les sur
faces n passant par C2, si l’on a p-=*0, cette courbe serait de 
première espèce (commune à une infinité de quadriques), ce 
qui a été exclu par hypothèse.

Lorsque p~=I, les surfaces II sont du troisième ordre et 
passent par Cj > C2, donc )^<5. Nous avons vu que 
67ü = (X1 — 3), donc pour = 5, 7t = I, pour Xt = 4,

(*) Voir par exemple Casteunuovo et Enriques, Sopra alcune questioni 
fondamentali nella teoria delle superficie algebriche. Chap II, § 6, observa
tion. (Annali di Matematica, 1901, 3e sér., t. VI, pp. 165-225.)

(**) Bertini, Introduzione alla Geomelria proieltiva degli iperspazi. 
Chap. X, n° 8. Pisa, Spoerri, 1907.
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.* = 1, p0ur ),1==2,3, ^=0. Mais la courl)e-inlersection de
deux surfaces cubiques est de genre dix, et par conséquent (*), 
si ),1==5, TT = 3, ce qui est en contradiction avec ce qui vient 
d’être dit. Le genre d’une courbe étant entier, le cas Xj=4 
doit aussi être rejeté, et nous voyons que dans chaque cas, que 
le point P2 soit mobile ou non quand Pj est fixé, on a 7i = 0.

= 2,5.
Si X.1 = 2, il existe une infinité de quadriques passant par 

la conique et par une conique quelconque de la congruence. 
Ces quadriques rencontrent C2 en /c + 4 = 8 points, donc il est 
possible de trouver une quadrique contenant Ct, C2 et par 
conséquent toute conique de la congruence. Le cas = 2 doit 
ainsi être exclu.

Lorsque =3, on a /c = 6 et la courbe Ci est une cubique 
gauche, car si c’était une cubique plane, elle aurait au moins 
deux points doubles sur C2, ce qui est impossible.

Par treize points de C2 et par quatre points de passent 
des surfaces cubiques formant un réseau et contenant les 
courbes Ct, C2. Une conique quelconque de la congruence est 
située sur une infinité de ces surfaces cubiques. On en conclut 
que la congruence envisagée ici est un cas particulier de la 
congruence du numéro 23 (la courbe d’ordre sept et de genre 
cinq dégénère en deux courbes rationnelles C2 ayant six 
points communs). La congruence est donc de classe un et les 
plans de ses coniques passent par un point fixe de Ct.

Si une congruence linéaire de coniques possède une quartique 
gauche de seconde espèce quarlisingulière et une courbe bisingu- 
lière, celle-ci est une cubique gauche s’appuyant en six points sur 
la quartique, et la congruence est de classe un.

(*) Nous employons ici la formule it = irj -)- it2 -f- i — 1 donnant le genre u 
d’une courbe composée de deux courbes de genres uj, tj ayant i points 
communs. Pour des détails, consulter : Enriques, Intorno ai fondamenti 
della Geumetria sopra le superficie algebricke. (Atti della r. Accad. di 
Torino, 1901, XXXVII.}
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Comme vérification, si l’on fait n1 = v1 = ç1--Î4 = 1, 
Ai = 3, X2 = 4, ff = 0 dans les formules (1) et (2) du numéro 26, 
on trouve des identités.

29. Du théorème énoncé au numéro 26, on déduit que si 
une congruence linéaire de coniques possède une conique 
^"singulière et une courbe C2 d’ordre A2 quartisingulière, on a 
A2 = 4, 3, 6, 7. Le cas A2 = 4 a déjà été examiné implicitement 
(n° 27), nous nous bornerons donc à étudier les cas A2 = 5,6, 7.

Au début du paragraphe 2 de ce chapitre, nous avons fait 
correspondre à chaque congruence linéaire de coniques un 
système doublement infini de quadriques <ï> relativement à un 
système linéaire quintuplement infini, choisi d’une façon arbi
traire. Remarquons que toute conique d’une congruence 
linéaire ayant une conique bisingulière est située sur une 
quadrique d’un système linéaire triplement infini dont les 
éléments contiennent Ct. Ce nouveau système peut évidemment 
être substitué au système quintuplement infini et le système <J> 
sera formé par des quadriques contenant Ct. Si alors on 
construit la surface F, lieu des coniques de la congruence dont 
les plans passent par un point fixe, on voit que celle surface, 
d ordre 2n1v1-f f, passe ntvj fois par Ct. Les formules 
(I) et (2) du numéro 26 deviennent ainsi :

2(WiVi)2 + 2(w1v1) + 1 = V/l + lT»
h = «1vi + 1.

On en déduit

<h = 8^0^ (2 ^V4 +0— 1)(8 —

Un calcul simple montre que les solutions sont de la forme :

\ = 7, MjVj = 2e + 3, //2 = e + 2, <r = e2 — 3;
^2 = 6, »(ivl^=2e + 1, g2 = e-f1, ff = 2e2 — 1;

X> = 5, /»1v1 = 2e+L ?2=e + L T = 3e2 + 2e,

e étant, dans chaque cas, un nombre entier positif.



Supposons qu’il existe une trisécante a de C2 s’appuyant sur 
la conique Ct. Cette droite est multiple d’ordre X2—5 pour 
chaque surface F, car elle (orme une conique de la congruence 
avec une droite s’appuyant sur a, C1} C2. Or, le lieu de ces 
droites est une surface passant 2X2—k—3 fois par a, k étant 
le nombre de points communs à C[,C2. Si l’on construit 
la surface F relative à un point de a, on voit que 
2X2—k—5<+2—3, c’est-à-dire fc>X2. Mais la courbe C2 
étant d’ordre À2, elle ne peut rencontrer le plan de C1 en plus 
de X2 points, donc k=*\2 (dans l’hypothèse où C2 admet des 
trisécantes s’appuyant sur C^).

Considérons une droite d et un point P. Les plans passant
par d marquent sur C2 les groupes d’un série linéaire g , ceux

2qui passent par P marquent une série linéaire g . D’après une 
formule de M. Schubert (*), le nombre de groupes de trois 
points communs à ces deux séries est égal à /2 P*~ l] — (>2 — 2) 
(>2 + n: —1), -ni étant le genre de C2. Ces groupes sont les 
groupes marqués par les trisécantes de C2 s’appuyant sur d 
et les groupes de trois points situés dans le plan joignant d 
et P. On en conclut que le lieu des trisécantes de C2 est une 
surface d’ordre >2(X2 — 2) (/2—4) -- (>2— 2) (tt—1). Celte

surface passe ~ 71 ^°‘s Par Par conséquent, le
nombre des trisécantes de C2 s’appuyant sur Ct est égal à 
J(>2 —2)[4- (Di + 5/c) >2 + 3(4 +3/c)] — (2>2 — k — 4).
Ce nombre doit être supérieur ou égal à zéro. S’il est supérieur 
à zéro, nous avons vu que l’on a k = >2. On vérifie facilement 
que cela est impossible (pour /c = >2, on trouve un nombre 
négatif). On doit donc avoir

(X — 2) [4X| — (16 + ‘ik)\ + 3(4 + 3/e)] = 6tt(2X2 — k — 4),

( 63 )

(*) Une démonstration simple et élégante de la formule de M. Schubert 
a été donnée par M. Severi dans ses Lerioni di Geometria Algebrica. 
Padova, Draghi, 1908, pp. 236 et suivantes.



c’est-à-dire qu’il n'y a pas de trisécante de C2 s’appuyant 
sur Ct.

Les solutions en nombres entiers (5<i2<7) de cette équa
tions sont :

X = 7, tc = S, k = 6;
X, = 6, tc = 2, k — 6 ;
X2 = 5, tc = 1, k — S ;

Examinons ces cas séparément :

Une courbe d’ordre sept et de genre > 5 n’admet pas de 
quadrisécante, donc si tc=5, /c2 = 6, À2 = 7, on a 7=0, 
c’est-à-dire e2 = 3, équation impossible en nombre entier.

Si >2 = 7, = 6, k= 5, les courbes Q, C2 ont une bisécante
commune, multiple d’ordre 40 pour toute surface F; donc 
<7 = 100 et e2=97, équation impossible en nombre entier. On 
voit donc qu’il n’existe pas de congruence pour/2 = 7.

Lorsque l’on a X2 = 6, tc = 2, /c = 6, la courbe C2 admet 
une seule quadrisécante a, et cette quadrisécante est simple 
pour toute surface F. Par suite <7 = 4, s=l, n1v1 = 5, q2 = 2. 
On a d’ailleurs v^l et une première congruence.

Lorsque ^2 = 6, tc = 4,A:=4, la courbe C2 n’admet pas de 
quadrisécante, mais elle admet une bisécante dans le plan 
de Gj. Cette droite est multiple d’indice 6 pour chaque sur
face F et on a <7 = 36, c’est-à-dire 2e2=37, ce qui est impos
sible.

Si ?2=5, tc = 4, k =5, la courbe C2 n’admettant pas de 
quadrisécante, on a <7=0, c’est-à-dire s = 0, n1v1 = 4, </2 = 4. 
Evidemment V( = 4, n,= 4.

Si enfin >2 = 5, tc =2, /c = 4, on a 7 = 0, e=0, ni = 4, qt = 4.
En résumé, nous avons trois congruences possibles :

( 64 )

a) 5^=6, «i=3, vj=4, 9i—3, <h=% 7=1, TC =2, k=6,
b) À2=0, «i=l, vt=4, ?i=l, <h= 1, 7 = 0, TC=1, Il O

!

0 )*=S, «i=l, v1=4, ?i=l, 92=L 7 = 0, tc=2, fe=4,

\ = 1, tc = 6, fc = 3;
\ = 6, tc = 4, k = 4;
^ = 8, tc = 2, k = 4.
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Nous avons déjà vu (n° 22) qu’il existe un faisceau de surfaces 
cubiques passant par la courbe C2, d’ordre six et de genre 
deux, par la conique Cd et par la quadrisécanle a de Cs. Par 
un point P de l’espace passe une conique de la congruence a) 
et une surface cubique contenant ses courbes singulières; donc 
cette surface rencontre la conique en sept points et par suite la 
contient tout entière. Nous voyons ainsi que les coniques de 
la congruence a) se distribuent par faisceaux sur les surfaces 
cubiques d’un faisceau. Considérons une de ces surfaces. Les 
coniques de la congruence qu’elle contient sont dans les plans 
d’un faisceau dont l’axe appartient à la surface cubique et par 
suite s’appuie sur a et deux fois sur C2. La surface-enveloppe 
de la congruence est donc le lieu des bisécantes de Cs 
s’appuyant sur a. C’est une surface cubique passant doublement 
par a.

Passons à la congruence b). Par la conique C4 et par une 
courbe quelconque de la congruence passent une infinité de 
quadriques formant un faisceau. Les dix points de rencontre 
de C* avec une quadrique de ce faisceau se répartissent en cinq 
points fixes sur Gj, quatre points fixes sur la conique de la 
congruence choisie, et enfin un point mobile. Il en résulte que 
les points de la courbe C2 peuvent être rapportés biralionnelle- 
ment aux quadriques d’un faisceau, ce qui est en contradiction 
avec l’hypothèse n = I. La congruence b) n’existe donc pas.

Enfin, les surfaces F relatives à la congruence <■) sont du 
troisième ordre et forment un réseau. Les plans des coniques 
de cette congruence passent par un point fixe P situé sur la 
courbe C2 dans le plan de mais en dehors de cette courbe. 
En effet, une droite d passant par P et située dans le plan de C,, 
forme, avec une trisécante de C2 s’appuyant surd, une conique 
de la congruence, et il existe une infinité de pareilles coniques 
dégénérées. La congruence c) est un cas particulier de la con
gruence du numéro 23. (La courbe d’ordre sept et de genre 
cinq dégénère en deux courbes C,, C2, l’une rationnelle, l’autre 
de genre deux, se coupant en quatre points.)

5
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Si une congruence linéaire de coniques possède une conique 
bisingulière et une seconde quartisingulière d’ordre au moins égal 
à cinq, celle-ci est :

1° Une courbe d’ordre six, de genre deux, s’appuyant en six 
points sur la conique, et la congruence est de classe trois ;

2° Une courbe d'ordre cinq, de genre deux, s’appuyant en 
quatre points sur la conique, et la congruence est de classe un.

Ces congruences ont été signalées par MM. Pieri (*) et 
Montesano (**).

30. Il nous reste à examiner s’il peut exister une con
gruence linéaire formée par des coniques s’appuyant en quatre 
points sur une courbe C2 d’ordre cinq et en deux points sur 
une courbe C4 d’ordre trois ou quatre.

Supposons d’abord que C4 est du troisième ordre, et soit k le 
nombre de points communs à C* et C2.

S’il existe une trisécante a de C2 s’appuyant sur Cl5 elle 
forme une conique de la congruence avec toute droite 
s’appuyant sur a, Cd, C2. Par conséquent, la droite a est qua
druple pour chaque surface F; mais elle est multiple d’ordre 
12 — k pour la surface engendrée par les droites s’appuyant 
sur a, C4, C2, donc 12 — A:<4, /c>8.

Les trisécantes de C2 engendrent généralement une surface 
(sauf dans le cas où C2 a un point triple), et cette surface est 
d’ordre 8 — 3tt, tt étant le genre de la courbe C2 (n° 29) ; celte 
surface passe 3 — tt fois par C2, car le cône qui projette C2 d’un 
de ses points est de genre n et a donc 5 — n droites doubles. 
La courbe C4 ne peut se trouver sur la surface lieu des trisé
cantes de C2, donc k < 3|^. Les deux inégalités trouvées 
exigent -rc=0, /c = 8, et ainsi, dans l’hypothèse où il y a des 
trisécantes de C2 s’appuyant sur C1, et où les trisécantes de C2 
forment une surface, on trouve que la courbe Cj rencontre

(*) Sopra aie. congr... (Loc. crr.)
(**) Suivarii tipi... (Loc. cit.)
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cette surface seulement en des points de C2et que par consé
quent on peut admettre qu’il n’y a pas de trisécanle de C2 
s’appuyant sur C,.

Dans cette nouvelle hypothèse, si 7t > i, on doit avoir

3(8 — 3tv) = fc(3 — iu),

c’est-à-dire tc=2, k = G. Si tt ^0, la courbe C2 (on exclut le 
cas où C2 a un point triple) a ou une seule quadrisécante, qua
druple pour la surface des trisécantes, ou une infinité de qua- 
drisécantes formant une quadrique (*). Dans le premier cas, on 
trouve k = 8; dans le second, /f = 2e et la courbe C4 a 5—e 
bisécantes s’appuyant quatre fois sur C2, e étant entier et 
positif.

Il nous reste à examiner le cas où la courbe C2 a un point 
triple P(ir=v). On vérifie comme précédemment que l’exis
tence d’une droite issue de P s’appuyant une seule fois sur C, 
est impossible, par suite, k = 6. Si Ct est gauche, il existe une 
bisécante a de issue de P ; cette droite forme, avec une 
droite issue de P et s’appuyant une seconde fois sur C2, une 
conique dégénérée de la congruence.

Ainsi, les différentes congruences qui peuvent se présenter 
sont caractérisées par les faits suivants :

a) La courbe C2 est de genre deux et s’appuie en six 
points sur C2.

b) La courbe 02 est rationnelle et admet une seule quadri
sécante. rencontre C2 en huit points et est donc une 
cubique gauche.

c) La courbe C2 est rationnelle et admet oc1 quadrisécantes 
dont 5 —e sont des bisécantes de Ct; cette courbe s’appuie en 
2 e points sur C2.

d) La courbe C2 a un point triple et s’appuie en six points 
sur Ct.

(*) Bertini, Sidle curve qobbe... (Loc. cit.)
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Dans les hypothèses a), c) (e = 5), d), la courbe Ct pourrait 
être plane et avoir par suite un point double en un de ses six 
points d’appui sur C2. Une conique de la congruence ne peut 
pas dégénérer en deux droites dont l’une soit dans le plan 
de Ct ; par suite, chaque surface F rencontre ce plan seulement 
en des points de C! et, dans les équations (1), (2) du numéro 26, 
on aura 2n,v, + 1= 3qt. Cela amène à l’équation 3g t + x = 1, 
impossible en nombres entiers tels que qx > 1. Ct est donc 
toujours gauche.

Congruence a) : Les courbes C^ C2 ont une bisécante com- 
commune a, triple pour les surfaces F. La courbe C2 se trouve 
sur ocs surfaces cubiques formant un système linéaire (*), donc 
C|, C2 et a forment la base d’un faisceau de surfaces cubiques. 
Toute conique de la congruence est sur une de ces surfaces et 
les coniques situées sur une même surface forment un faisceau, 
car autrement la congruence ne serait pas linéaire. On en 
conclut que l’enveloppe des plans des coniques de la con
gruence est le lieu des droites s’appuyant sur Ct, C2, a. C’est 
donc une surface du huitième ordre passant cinq fois par a, 
trois fois par C) et une fois par C2.

Cherchons à évaluer qt, c’est-à-dire la multiplicité d’un 
point Q de C( pour la surface F, lieu des coniques dont les 
plans passent par un point P. g, sera égal au nombre de droites 
de la surface-enveloppe ’F s’appuyant sur la droite PQ, 
c’est-à-dire à cinq. De même, g2 = 7. Mais nous avons trouvé 
n, = 8 et de plus on a v, = 1. Il est maintenant facile de voir 
que l’égalité (2)

2n4vt + \=ql + %
du numéro (26) ne subsiste plus, de sorte que la congruence a) 
n’existe pas.

Congruence b) : Les courbes C,, C2 et la quadrisécanle a 
de C2 sont la base d’un faisceau de surfaces cubiques. En rai-

(*) Steyvaert, Cinq études .. (Loc. cit., pp. 38 et suiv.)



sonnant comme précédemment, on voit que la surface-enve
loppe W est le lieu des droites s’appuyant sur a, C,, C2, c’est-à- 
dire une surface d’ordre dix passant sept fois par a, une fois 
par C, et trois fois par C2. On en conclut que </, = 9, </2 = 7 et 
la congruence b) n’existe pas pour la même raison que la 
congruence a).

Congruence c) : Si les courbes C1; C2 ont une bisécante 
commune a, celle-ci est triple pour chaque surface F, mais 
quintuple pour le lieu des bisécantes de C2 s’appuyant sur a, 
de sorte qu’il ne peut exister de pareilles bisécantes. En éva
luant le nombre des bisécantes communes à C,, C2 et en 
comptant chaque quadrisécante de 02 bisécante de C, six fois, 
on ne trouve jamais zéro, de sorte que la congruence c) n’existe 
pas.

Congruence d) : Soit P le point triple de C2, a la bisécante 
de C, issue de P. Par le point P, par dix points de C, et par 
sept points de C2 différents de P passent oo1 surfaces cubiques 
formant un faisceau dont la base est composée par a, C( et C2. 
Répétons le raisonnement déjà fait pour la congruence a); on 
voit que la surface-enveloppe ¥ est la surface du cinquième 
ordre (n, = 5) passant trois fois par a, deux fois par C, et une 
fois par C2, lieu des droites s’appuyant sur a, Ct et C2. On a 
évidemment v, = 1. De plus, q, = 3, ç2 = 4 et la formule (2) 
du numéro 2G est possible.

La droite a est double pour chaque surface F, de sorte que 
c = 4, et la formule (1) (n° 26) est également vérifiée.

Si une congruence linéaire de coniques possède une quintique 
quartisingulière et une cubique bisingulière, la quintique a un 
point triple, la cubique est gauche et s'appuie en six points sur 
la quintique. La congruence est de classe cinq.

Cette congruence a été rencontrée par M. Montesano (*).

( 69 )

(*) Sui varii tipi... (Loc. cit.)
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31. Pour terminer l’énumération des congruences linéaires 
de coniques, admettant une courbe quartisingulière et une 
courbe bisingulière, il nous reste à examiner le cas = 4, 
/2 = 5 (n° 26), le raisonnement présentant de grandes ana
logies avec celui du numéro précédent.

On commence par démontrer qu’il ne peut exister de trisé- 
cantes de C2 s’appuyant sur Ct. Alors si C2 n’est pas unicursale, 
il peut se présenter les trois cas suivant :

a) C2 est de genre deux, C, de genre un et s’appuie huit fois 
sur C2. Les deux courbes n’ont pas de bisécantes communes.

b) C2 est de genre deux, C1 est rationnelle et s’appuie en 
huit points sur C2. Les deux courbes Ct, C2 ont, si C4 est 
gauche, quatre bisécantes communes.

c) C2 est elliptique, C| est rationnelle et s’appuie en dix 
points sur C2. Les deux courbes n’ont pas de bisécantes com
munes. €, est certainement gauche.

Lorsque C2 est rationnelle et possède une seule quadrisé- 
cante a, la courbe C, doit s’appuyer en huit points sur C2 et 
en deux points sur a. G, est certainement gauche, de plus cette 
courbe est rationnelle, car autrement C( et C2 auraient un 
nombre négatif de bisécantes communes. Si C| est rationnelle, 
le nombre de ces bisécantes est égal à quatre. Donc :

d) C2 est rationnelle ainsi que C,, et cette courbe s’appuie 
huit fois sur C2 et deux fois sur son unique quadrisécante; de 
plus, les courbes ont quatre bisécantes communes.

Si C2 admet une infinité de quadrisécantes (formant une 
quadrique), on n’obtient pas de congruence pour les raisons 
déjà invoquées dans le cas analogue au numéro 30.

Enfin, nous avons un cinquième cas :

e) C2 a un point triple et C, s’appuie en huit points sur C2.
Comme précédemment (n° 30), on peut démontrer que la

courbe C! ne peut pas être plane.
L’hypothèse a) est à rejeter, car les courbes Ct, C2 sont la
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base d’un faisceau de surfaces cubiques (*). On trouve alors 
n, = 16, vi ==> 1, <71=9, = 44, ce qui est incompatible
avec l’équation (2) du numéro 26.

Dans l’hypothèse b), par la courbe du quatrième ordre Ct, 
par C2 et par les bisécantes communes aux deux courbes, il 
passe une surface cubique II. Celles des coniques de la con
gruence situées sur cette surface sont en nombre simplement 
infini et y forment évidemment un faisceau. Les plans des 
coniques de ce faisceau passent par une droite d s’appuyant 
deux fois sur C|, une fois sur C2. Mais les bisécantes de C| 
s’appuyant sur une section plane C3 de II forment une surface 
d’ordre quinze passant cinq fois par C, et trois fois par C3. 
Cette surface rencontre C2 en dehors de C|, de C3 et des bisé- 
canles communes à C,, C2, en douze points; donc il y a douze 
droites de la surface 11, bisécantes de C| et sécantes de C2 
Par suite, par un point quelconque de II passent douze 
coniques de la congruence, et celle-ci n’est pas linéaire. L’hy
pothèse b) est donc à rejeter.

L’hypothèse c) est aussi à rejeter, car les courbes Ct, C2 
suivent la base d’un faisceau de surfaces cubiques qui com
prennent toutes les coniques de la congruence. On trouve

= 45, v,, = 4, qq ■= 40, q% = 9, ce qui est incompatible 
avec l’équation (2) du numéro 26.

Dans l’hypothèse d), chacune des bisécantes communes à 
C{, C2 est triple pour chaque surface P, mais quintuple pour le 
lieu des bisécantes de C2 s’appuyant sur elle; donc l’hypothèse 
doit être rejetée.

Enfin, dans l’hypothèse e), on a une surface cubique ayant 
un point double au point triple de C2 et contenant les courbes 
C4, C2. Le même raisonnement qui a servi pour rejeter l’hypo
thèse b) permet de rejeter également l’hypothèse e).

On voit ainsi qu’il n’existe pas de congruence linéaire de 
coniques ayant une quintique quartisingulière et une quartique 
bisingulière.

(*) Stuyvaert, Cinq études... (Loc. cit., pp. 38 et suiv.)
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§5. — Congruences linéaires de coniques ayant un point 
principal.

32. Nous avons exclu précédemment le cas où la con
gruence linéaire examinée possède un point principal (n° 20); 
nous allons maintenant reprendre cette hypothèse.

Soit r une congruence linéaire de coniques possédant un 
point principal 0, c’est-à-dire que toutes les coniques de la 
congruence passent par O (*). En conservant les notations du 
§ 2 (ch. III), on a n4 — 1.

La surface F, lieu des coniques de la congruence r dont les 
plans passent par un point P, passe simplement par la droite 
PO, puisque la congruence est linéaire. Un plan passant par 
PO contient v4 coniques de la congruence, donc l’ordre de F 
est 2^ + 1. D’autre part, F passe v4 -f- 1 fois par 0, car une 
droite partant de ce point ne rencontre plus la surface F qu’en 
v., points.

La surface lieu des coniques de la congruence dont les plans 
passent par un point de l'espace, est d'ordre 2vd -f- 1 et passe 
v4 + 1 fois par le point principal.

Supposons que les coniques de la congruence F s’appuient 
mi fois sur une courhe C2 d’ordre ..., mK fois sur une 
courbe Cft d’ordre avec

mi -f- m2 + ... + m* = 4. (1)

Les courbes Ct, C2, ..., C* appartiendront aux surfaces F 
avec les multiplicités respectives qit q%, ..., qh.

f*) Les congruences possédant deux points principaux ont été examinées 
plus haut (chap. Ill, § 2, congruences de la première catégorie).
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Les droites qui forment des coniques dégénérées de la con
gruence T avec une infinité d’autres droites appartiennent à 
toutes les surfaces F. De pareilles droites sont nécessairement 
des droites issues de O et s’appuyant en deux points (en dehors 
de O) sur l’ensemble des courbes singulières. Si dans un plan 
mené par une de ces droites a se trouvent a droites formant 
avec a des coniques dégénérées de la congruence, la droite a 
est multiple d’ordre a sur chaque surface F. Nous supposerons 
qu’il existe p droites ai, a2, ap analogues à a et nous 
indiquerons par 04, a2, a.p leurs multiplicités respectives 
pour les surfaces F. On posera

= £ «?• (2)
i=l

Deux surfaces F ont en commun, outre les courbes C2, 
C* et les droites ait a2,ap, v4 coniques de la congruence, 

donc on a, pourvu qu’il n’y ait pas de droite singulière à 
coniques infiniment voisines (*),

(2vt + l)2 = 2vt + ^ \ql + <t. (3)

Les intersections d’une surface F et d’une conique de la 
congruence n’appartenant pas à cette surface ont lieu au point 
O ou sur les courbes singulières C,, C2, CK; donc

3V) + 1 = X (4)
i—l

Les équations (1), (2), (3) et (A) permettent d’étudier les 
congruences linéaires de coniques ayant un point principal. 
Nous déterminerons ici celles qui possèdent une courbe C 
d’ordre quarlisingulière (mi =4).

(*) Voir Montesano, Sui varii tipi... (Loc. cit.)
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33. Si la congruence r possède un point principal O et 
une courbe quartisingulière C, les équations (o), (4) deviennent

Oj + 1)2 = 2vj H- Xr/2 -f <r, (5)

4q = 3vi -j- 1. (6)

L’élimination de v4 entre ces deux équations donne

cy2 (64 — 9à) = Hq — 7 + 9t.

On a q > 1, donc le second membre est positif et l’on doit 
avoir 9X< 04, c’est-à-dire X<7. On a évidemment ^>4, 
donc :

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin
cipal et une courbe quartisingulière, celle-ci est d’ordre 4, 5, 6 
ou 7.

Dans le cas où la courbe C est d’ordre 4, on a nécessaire
ment v4 = 1, d’où q = 1 et par suite <j = 3. On en conclut 
que l’on peut mener trois cordes de C pour un point extérieur 
et que C est donc une biquadratique de seconde espèce.

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin
cipal et une biquadratique gauche quartisingulière, celle-ci est de 
seconde espèce.

34. Considérons une congruence linéaire de coniques 
ayant un point principal O et une quintique C quarlisingu- 
lière.

Si C passe par O, on a nécessairement = 1, d’où q = \, 
es — 2. Une droite a passant par O et s’appuyant encore deux 
fois sur C est évidemment simple sur les surfaces F (a = 4); 
donc par un point de C passent deux trisécantes de cette 
courbe et elle est elliptique.

Si C ne passe pas par O et ne possède pas de point triple, 
une corde a de C, issue de O, est triple pour chaque surface F,



de sorte que l’on a 7 = 6.9, ou x = 5.9 ou enfin 7 = 4.9. 
Alors les équations (5), (6) sont impossibles en nombres 
entiers.

Si C possède un point triple P et ne passe pas par O, une 
des trois cordes de cette courbe passant par O est triple pour 
chaque surface F, et la droite OP est double pour ces surfaces, 
donc 7 = 31. Les équations (3), (6) donnent alors q = 4, 
vd = 5.

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin
cipal et une quintique quartisingulière, celle-ci est :

1° elliptique, passe par O et la congruence est de classe un;
2° rationnelle, a un point triple et la congruence est de 

classe cinq.

35. Considérons maintenant une congruence linéaire de 
coniques possédant un point principal O et une sextique C 
quartisingulière.

On a < 15. Les solutions en nombres entiers des équa
tions (5), (6) satisfaisant à cette inégalité et telles que A = 6, 
sont

a) ''1 = 1, ? = 1> 7=1,

b) v, = 5, g = 4, 7=15,

c) vt = 9, q-=1, 7 = 49,

d) v, = 13, q — 10, 7 = 103.

Supposons que la courbe C passe t fois par 0 (t < 2). Les
droites a, qui forment des coniques de la congruence, peuvent 
être de trois espèces. Si a est une bisécante de C issue de O, 
elle est multiple d’ordre ^(4— t) (3 — t) pour chaque sur

face F; si c’est une droite joignant O à un point triple de C,
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elle est multiple d’indice ^(3 — <) (2 — t) pour les surfaces F ; 

enfin, si c’est une droite joignant O à un point quadruple de 
C, elle est multiple d’ordre i(2 — <) (1 — t) pour les F. Soient 

respectivement kif /r2, k5 les nombres de pareilles droites. On a

(* -—O2 (3 •— 0* + h (3 ■— if(i—t)'2 + h(2—tf(1—if = 4*. (7)

La courbe C ne pouvant être rencontrée par un plan en plus 
de six points, on a l’inégalité

3h, + ik3 + t < 6. (8)

D’autre part, le cône projetant C du point O est d’ordre 
6 — t et possède kx droites doubles, L2 droites triples et A5 
droites quadruples. Si n > O est le genre de C, on a

(6 — 0 (4 — 0 — + 2A* + 6fr2 + 1 “2fe3. (9)

Dans l’hypothèse a), *= \ et on a t = 2, fc, = 1, k2 = k5=0, 
TZ = 2.

Dans l’hypothèse &), <r = 15; les solutions entières fournies 
par (7) ne satisfont jamais à (8) et (9). Cette hypothèse doit 
donc être rejetée. Des calculs analogues montrent qu’il en 
est de même des hypothèses cj, d). Par suite :

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin
cipal et une sexlique quartisingulière, celle-ci est de genre deux et 
passe deux fois par le point principal. La congruence est de 
classe un (*).

36. Examinons enfin le cas où la congruence linéaire pos
sède un point principal O et une courbe quartisingulière du 
septième ordre C.

t*) Cette congruence n’est pas signalée par M. Montesano.



Les solutions en nombres entiers et positifs des équations

H + 2v4 + 1 = hf + <t,
4 q = 3vj + 1

sont
f/ = 3e + l> v4 = 4e + 4» <x = e(e — 2),

e étant un entier positif. On a vt < 21, d’où e < 5.
Soient t la multiplicité de O pour C, n le genre de C, A, le 

nombre de droites issues de O s’appuyant encore deux fois 
sur C, /c2, k5, k4 respectivement les nombres des points triples, 
quadruples et quintuples de C en dehors de O. On doit avoir :

*i(S - tf( 4 - O2 + W ~ O2 (3 - If + *s(3 - 0*(2 - If 
+ fc4(2 - t)2(l — O2 = 4e(e — 2),

3A2 -)- 4A3 -f- 5/c4 ^ 7, 4k, -f- 5ft4 + < ^ 7,

(6 — t) (5 — t) = 2tt + 2A4 + 6fr2 + 12A3 + 2t)fc4.

Les solutions entières et positives de ces équations, donnant 
e < 5 sont :

a) fe1=fe2=fc3=fe4=U, (=3, ti=3, e=ü, <r=0, v4=l, q=1,
b) kl=k2=k3=k4=0, t=2, t:=6, e=2, tr=ü, v4=9, ?=7.

Dans chacun de ces cas, la surface des trisécantes de la 
courbe C existe effectivement, et cette surface passe quatre fois 
dans le cas a), trois fois dans le cas b) par le point principal O, 
ce qui est incompatible avec cr = 0. Donc :

Si une congruence linéaire de coniques admet un point principal 
et une courbe quartisingulière, celle-ci est :

1° Une quartique gauche de seconde espèce;
2° Une quinlique elliptique passant par le point principal;
3° Une quintique rationnelle dotée d'un point triple ;
4° Une sextique de genre deux passant doublement par le point 

principal.
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THÈSES ANNEXÉES.

I. L’énumération des congruences linéaires de courbes 
gauches d’ordre quelconque n peut se faire par la considération 
des surfaces engendrées par les courbes de cette congruence 
s’appuyant sur les droites de l’espace, et par le calcul de 
certains nombres finis de courbes d’ordres inférieurs à n.

II. La considération du lieu des points de rebroussement de 
Segre des courbes d’un système linéaire quadruplement infini, 
situé sur une surface algébrique, peut donner deux invariants 
arithmétiques relatifs de la surface.

III. La considération des matrices dont les éléments sont 
des formes à deux séries de variables peut donner des résultats 
intéressants dans la théorie des coïncidences (couples de con
nexes).

IV. L’énumération des congruences linéaires de coniques 
s’appuyant sur les arêtes d’un trièdre peut être facilitée par la 
considération des surfaces de Steiner et des cônes du second 
ordre passant respectivement deux fois et une fois par les 
arêtes du trièdre considéré.

V. Le concept d’isomorphisme holoédrique de deux groupes 
continus et finis, s’établit en rapportant projectivement les 
transformations infinitésimales d’un groupe à celles de l’autre. 
La considération de deux groupes continus et finis dont les 
transformations infinitésimales sont en correspondance crémo- 
nienne peut aussi fournir des résultats intéressants.



Addition au chapitre premier.

Ce travail était terminé lorsque j’ai eu connaissance d’un 
Mémoire de M. Sclierrer (*), dans lequel cet auteur représente 
une conique de l’espace par l’équation

4 4

£ £ = 0,
i=l h=l

sous la condition

| <hk ! = 0, (i,k = 1, 2, 3, 4)

les (u) étant les coordonnées langentielles de l’espace. La géo
métrie de la conique dans l’espace revient alors à la géométrie 
sur une hypersurface du quatrième ordre d’un espace linéaire 
à neuf dimensions.

Liège, 20 juin 1011.

(*) Otto Scheruer, Ueber Kegelschnitte im Raum. Programm. Frauen- 
feld, dyOO.
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