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Résumé

On démontre que la surface des couples de points non ordonnés d'une courbe algébrique image d'une involution d'ordre
premier impair p, privée de points unis, appartenant a une courbe algébrique, a le diviseur de Severi égal a p.
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COMMUNICATION D'UN MEAMBRIL,

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Diviseur de Severi des surfaces des couples de points
de certaines courbes algébriques,
par Lraiesx GODILATUN],

AMembre de T Acaddmice.

Reésuniéd, — On démentre que la surface des couples de points non
ordonnés d'unc courbe algébrique image 'unc involution d'ordre
preniier impair p, privée de points unis, appartenant 4 une courbe
algeébrique, a lo diviseur de Severt dgal a p.

Dans une note récente, nous avons démontré cuc la surface des
couplies de points non ordeonnds d'une courbe algébrique mage
d'une involution du scecond ordre privée de peints unis apparte-
nant a unc courbe algébrique a le diviseur de Severt ¢gal & deux (1).
Cette proposition s'¢tend, comme nous allons e montrer, eu cas
ou l'involution du sccond ordre est remplacdée par une involution
d’ordre premier impair p, cyeligue,

Nous considdérons une courbe aledhrique L contenant une
involution cyvclique d'ordre premier p, privée de points unis, ot
la courbe algébrique L7 qui représente cette Involution. Sotent
F, F' les surfaces images des couples de points non ordonnds
respectivement des courbes L, L' Ta surface ' contient denx
immvolutions : 'une I, cvcligue, d'ordre p avant comme image
unc surface I' | Vautre L}, dordre H2, composée au moven de I,
avant pour image la sarface 1770 A cette involution | correspond,
sur la surface IV, une involution I" d'ordre p (non cveligque). »1

= 32, I'mvolution I possede unc courbe unic ot linvoelution I

Yy Sueface des couples do poiids e covrbe wlgdlvique Jond Te divisenr de Scverd
est deal & odery (Bulleun de VA caddmie rovale de Delgigue, 1962, pp. 5330-553)
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est privée de points unis. Au contraire, si p > 2, 'mvolution I
est privée de peoints unis et l'involution 1" possede une courbe
unie (1). e raisonnement qui a permis d'¢tablir le théoréeme en
question est au fond le méme quel que soit p, mais st p > 2 la
surface I+ a également le diviseur de Severn égal a . 11 importe
de montrer le passage de I a I dans le deuxieme cas ; ¢'est ce
que nous faisons a la fin de cette note.

I. Soient L une courbe algébrique de genre »° contenant une
involution cvcelique y, d'ordre premier impair p, privée de points
unis, L" unc courbe de genre = image de cette involution. Nous
supposerons que ces courbes ne sont pas hyperelliptiques. Entre
les genres « et ', nous avons la relation

plm Ay =a -1

Désignons par F la surface des couples de points non ordonndés
de la courbe L et par I'" la surface des couples de points non or-
donnés de la courbe L'. La surface I' contient une inveolution J
d’ordre $2 dont F’ ¢st 'tmage et une involution cyvclique T d’ordre
5, dont nous désignerons une image par F-.

Les points d'un groupe de Uinvolution | représentent les cou-
ples de points de L. pris 'un dans un groupe de y,, Vautre dans
un groupe de v, distinct ou non du précédent. A un point P de I,
image d’'un couple PP, de 1., faisons correspondre le point P’
qui représente les points P/, P’, que la transformation biration-
nelle = de L en soi fait correspondre a P;, P,. Le point P’ corres-
pond & P dans une transformation birationnelle T de IF en soi, de
période $, génératrice de I'involution I. L’involution J est com-
posée au moven de 'involution I et il lui correspond sur '~ une
involution I' d’ordre A(non cyclique) dont I’ est une image.

Iinvolution 1 est, comme y,, privée de points unis.

Nous désignerons comme ¢’ habitude par H les courbes de I,
de genre #', représentant les couples de points de L dont l'un est
fixe et par K Penveloppe du systéme { H}, d’indice deux et de

(1) Sulla costruzione di cevte superficic algebriche irregolari (Rendiconti della
Accademia Nazionale dei Lincei; 1 sem. 1949, pp. 6891-4496). Costrisione di
superficie algebriche trvegolari [Atti del Convegno internaziomnale di Geometria
algebrica, Torino, maggio 1961).
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degré un, engendre par les courbes H. i.a courbe K représente les
couples de points de L formds de deux points coincidents. Nous
désignerons par H' et KX’ les courbes analogues de la surface F'.

Rappclons que les genres des surfaces I, ', - sont respecti-
vement

1 ,_ ] t ) ‘
py =5 pla— 1) plr—1) = 1, po = glplw—1) — 1plr—1)-2],
PV = plr - ihplm — 1) — 5] + 1,

1 . \ _ 1 -
by = 2(,7 - Diplr — 1) L 4, p; :-2(—.- — Hplm — 1) — 17,

P e — V) ap(r - 1) — 5] + 1.

Les surfaces F', F~ ont la méme irrégularité .

Nous désignons par I{, la courbe qui représente sur F les cou-
ples de points des groupes de y,. La courbe K, est unie pour l'in-
I'involution J. A un groupe dc y, correspond sur I, un groupe de

1
-ijb (p — 1) points doubles pour J. A la courbe K, correspond sur

17~ une courbe Kj qui est la courbe unie de I'involution I'. A
I’ensemblie des courbes K+, Ky correspond sur F' la courbe K.

2. Commencgons par ¢tabliv une lemme d’ailleurs {fort simple.
Considérons sur 1.” une séric lincaire [A] | d’ordre »#, non spé-
ciale ct par conséquent de dimension ¥ = # — 7. A cette série
A, |, dordre np, non spéciale qui,

correspond sur L une série
complétée, a la dimension

pn — a7 = pn — =) -+ p — 1.

Dans la série | A |, la transformation birationnelle = de L en
sot génératrice de y,, agit comme une homographic ct il v a done,
dans cette séric, ¢ sérics linéaires partielles | A; |, ['A, Ay
appartenant a I'involution y,, la premiére étant la transformde de
Al ], Désignons par 1Ay |, | Az |, ..., | Al ] les séries linéaires

i)
qui correspondent sur I’ respectivement aux séries | Ay |, | Ag

ey
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..., 1A |. Ce sont des séries d’ordre #, non spéciales, donc de
dimension ¥ = n — 7. D’aprés la thérorie des homographies, on
doit avoir

o — =) bt =pln —m) + p,

d'ott ¢ = p. Il existe donc # séries A7 ], AL ], ..., | A, | sur L,
dont les transformées sur 1. apparticnnent 4 une méme série
linéaire.

A un groupe quelconque de | A | correspond sur L' un groupe
A’ de pn points. Faisons varier ce groupe A d'une maniere con-
tinue dans ' A | de maniére qu’il tende vers un groupe de |A,|.
Alors, le groupe A’ varie d’une maniere continue sur L’ et tend
vers un groupe de | Ay ! compté p fois. Puisque | A | est ration-
nelle, les groupes A" apparticnnent a une série linéaire et on a

i‘%.r o f) A]J.

On a de méme, A7 - pAS, ..., A’ —= pA et par suite

3. Considérons un groupe de

Ay | et soient Hj, Hi, ...,
1= les courbes H' qui correspondent aux points de ce groupe.
Severl a démontré (1) que la courbe

i = Hi 4 Hyp + .+ Hy,

appartient & un systéme lindaire |G,

, T¢gulicr, de dimcnsion

r—)r(r -+ 3).

De méme, sil'on désigne par Hyy, Hi,, ..., H, i =2, 3, ..., §)
les courbes H' d’un groupe de la série | A |, Ia courbe

h F - ¢ T
Ge‘. == Hzl B Hf-z - Ha‘n

1
apparticnt a un svsteme linéaire régulier de dimension ~;)—r(r + J).

i

Soient maintenant Hy, Hs, ..., H}, les courbes H’ qui corres-
pondent aux points d'un groupe de la série |A|. La courbe

(1) Suveri, Swulle corrispoudenze fra { punti di e curvea algebrica € sopra cerie
classi di swperficie (Memorie della Accademia di Torine, 1903).
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G = )+ M, + ...+ H

P

appartient & un systéme linéaire régulicr | G'| de dimension

1 : : :
égale & -‘-)-(jﬁ?'l ~-my{pn — 7 + 3), la série | A’ | ayant la dimension

pr — .

Parmi les groupes H;, H,, ..., Hj, se trouvent les groupes
PHG, pHL,, ..., pHI, et par conséquent le systéme | G’ | contient
les courbes pG;. D’une maniére précise, on a

|G [ = [pGi| = |#Ge| = ... = [$G. |

En ajoutant & une courbe quelconque de ¥’ successivement les
courbes virtuelles

Gy~ G, GL— Gy o, Gy — G

I

on obticnt p systémes linéaires dont les multiples d’ordre $ sont
équivalents. Par conséquent, le diviseur de Severt de la surface F
est égal a p.

4. Lasurface F- étant'image d’unc involution cyclique d’ordre
P privée de points unis, son diviscur de Severi est égal & p (1),
Aux $ systémes lindaires de IV équisousmultiples d’un systeme
linéaire doivent correspondre ¢ systémes lindaires de I équi-
sousmultiples d’un systeme lindaire.

Sotent Py, P, ..., P, les ¢ points d'un groupe de y, et H,, H,,
..., H, les courbes H qui leur correspondent sur F. S1 P est un
point de 1., P’ le point que = lui fait correspondre, au couple PP,
correspond un point de H; et au couple P'P, un point de H,, par
conséquent T fait correspondre H, & H, et de méme, H, a H,,
..., Hy a H,. La courbe

G,=H, +H,+ ... + H,
appartient donc a I'involution 1 {mais les courbes G, n’appartien-

nent pas & un méme svsteme linéaire}.
A un groupe de la série linéaire | A | correspond sur F un

(V) Sur certaines surfaces algébriques de divisenr supérienr 4 Uunité (Bulletin de
I’ Académie des Scicnces de Cracovie, 1914, pp. 362-368). Voir aussi notre exposé .
Les involulions cvcligues appartenant & une surface algébrigue. Actualités scienti-
figues, N© 270 (Paris, Hermann, 1935},
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groupe de pn courbes H dont la somme appartient & un systéme
linéairc de courbes | G | = | nG, | régulier, de dimension égale &

1
glon — =) (pn — = +3).

Aux points d'un groupe de la séric partielle | A, | correspondent
np courbes IT dont la somme appartient a un systeme lindaire
| G, | compris dans | G | et qui appartient a I'involution I. De
méme, aux séries lindaires partielles A, |, [Ag[, ..., [A, |
correspondentt sur F des systémes lincaires | Gy |, |G, [, ..., | G, |
appartenant a 'involution [. A ces différents systémes corres-
pondent sur I+ des svsteémes lindaives G, G5, ..., G tels que

Aux systemes | Gyl |Gy, ..., | G, | de F’ correspondent sur
F-les systémes |Gy |, G|, ..., |G} |

5. Les courbes G sont de genre

puw’ 4+ -i—(j)-n — Dy(pn — 2)

ct de degré H2n2
St l'on fixe I'attention sur unc courbe (3, on voit que le systeme
| G, | ale degré pn? et le genre

L

|
Tt = ur - 2'?"'(:/3'7? — 3+ 1

d’aprés la formule de Zenthen.

Les svstémes "Gy |, 1GH o, ..., G| ont évidemment les

mémes caracteres.
[esvsteme G a le degré 2 et le genve

1
yim — ‘)—(n - D — 2)

P

Observons qur les courbes Gy rencontrent la courbe K' en 2#
points. A un de¢ ces points correspond sur IF+ un point de K+ et

1

E('p -1} points de K§ gui sont doubles pour l'involution I

SCIeENCcRs, —- 1062, e Y — 30
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Nous devons donc avoir, en appliquant la formule de Zeuthen a
la correspondance (1, p) existant entre une courbe Gj et la courbe
(+7 homologue,

1
2p(m — 1)} - n(p — 1) = 2[nnr" + in(jm — 3},
ce qui est une identité.

Liege, le 7 ma1 1962.

— 600 —



	Information
	Informations sur Lucien Godeaux

	Pagination
	594
	595
	596
	597
	598
	599
	600


