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Dans un Mémoire qui sera publié prochainement par le Cercle 
Mathématique de Palerme *), j’ai entrepris l’étude des congruences 
linéaires de courbes planes d’ordre m et de genre \(m—1 ) (m — 2) 
(c’est-à-dire sans points multiples) et, par une méthode nouvelle, 
j’ai déterminé les différents types de congruences linéaires possé­
dant une seule courbe singulière. Précisément, je suis arrivé au théo­
rème suivant:

Les congruences linéaires de courbes planes d’or­
dre m O 1) et de genre -% (m—1 ) (m — 2), dotées d’une 
seule courbe singulière, sont formées par des courbes 
s’appuyant en m(m-j-l) points sur:

1) une courbe d’ordre »w2-)-«*-)-l, base d’un réseau 
de surfaces d’ordre w-j-1, deux de ces surfaces ayant 
encore en commun une courbe de la congruence; ou 
sur:

2) une courbe d’ordre m2 -\~m possédant une droite 
sécante la rencontrant en m(i-)-l) points (0 <C.t <^m) et 
formant avec cette droite la base d’un réseau de sur­
faces d’ordre m-j-1 dont deux éléments ont encore en 
commun une courbe de la congruence; ou sur:

3) une courbe d’ordre huit et de genre trois, dotée 
de deux points triples (m = 2); ou sur:

4) une courbe rationnelle d’ordre sept, dotée de

*) Suite congruenze lineari di curve piane dotate di una sola curva singo- 
lare. Rend, del Circolo matematico di Palermo, 1912.
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deux points triples et possédant une quadrisécante 
(m = 2).

Dans ce nouveau travail, je me propose de montrer comment 
on peut appliquer ma méthode à la détermination des congruences 
linéaires de courbes planes d’ordre m et de genre ^ (m— 1) (m — 2), 
dotées de plusieurs courbes singulières, aucune de ces courbes n’étant 
une droite. Mais cette détermination effective serait longue et fasti­
dieuse; je me contenterai par suite dans ce ti’avail de déterminer, 
à titre d’exemple, les types de congruences linéaires dotées de deux 
courbes singulières dont l’une, C1} est rencontrée en m2 points par 
les courbes de la congruence, et l’autre, une courbe plane C2, d’or­
dre m, est rencontrée en m points par ces courbes. Je rencontrerai 
ainsi quatre congruences dont les deux premières sont respective­
ment des cas particuliers des deux premières congruences rencon­
trées dans mon premier Mémoire. D’une façon précise, j’établis ce 
théorème:

Si une congruence linéaire est le lieu des courbes 
planes d’ordre m (]> 1) et de genre \ (m ■— 1) (m — 2) s’ap­
puyant en m points sur une courbe plane, C2, d’ordre m, 
et en m2 points sur une autre courbe Clt celle-ci est:

1) une courbe gauche d’ordre m2 -\-\ s’appuyant en 
m2 points sur la courbe C2, et la congruence est de 
classe un; ou bien est:

2) une courbe gauche d’ordre m2 s’appuyant en m2 
points sur la courbe C2 ; la congruence est de classe 
un et possède une droite exceptionnelle s’appuyant 
en m(t-j-1) points sur C2 (0 <#<;»»); ou bien est:

3) une courbe gauche d’ordre m2 -J- m r e n co n t r an t C2 
en m2 -j- m points; la congruence est de classe m -J-1 et 
possède une droite exceptionnelle s’appuyant en m2 
points sur Ci; ou bien est:

4) une courbe gauche d’ordre m2-\-m — 1 rencontrant 
C2 en m2-\-m — 1 points; la congruence est de classe 
m + 1 et possède deux droites exceptionnelles, l’une 
s’appuyant en m2 points sur c12 r autre en 2m - 1 points 
sur Cj et en un seul point sur la courbe C2 *)•

*) Pour m— 2 voir Pie ri, Sopra alcune congruenze di coniche [Atti della 
R Accad. di Torino, 1893, XXVIII] et Montesano, Sui varii tipi di congru-
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La méthode est fondée sur la considération d’une certaine sur­
face que j’appelle brièvement surface F, lieu des courbes de la 
congruence dont les plans passent par un point de l’espace. Je ne 
ferai que rappeler rapidement les propriétés de cette surface (et du 
système linéaire oo3 qu’elle engendre), ces propriétés ayant déjà 
été établies dans mon premier Mémoire.

1. Soit 2 une congruence linéaire, irréductible, de courbes pla­
nes F d’ordre ni (mf> 1) et de genre \ (ni — 1) (m — 2), c’est-à-dire 
un système algébrique, doublement infini, de courbes planes F, tel 
que par un point de l’espace passe généralement une et une seule 
courbe F. La congruence 2 pourra être représentée par le système 
d’équations algébriques:

<1) / (*, Vj si a,b) = 0

(2) <p (x,y,z\a,b) = 0,

la première d’ordre m, la seconde linéaire en x, y, z (coordonnées 
cartésiennes ponctuelles de l’espace); a et b étant deux paramètres 
effectifs.

Les équations (1) et (2), où l’on considère a, b comme les coor­
données cartésiennes du plan, et x, y, z comme des paramètres, re­
présentent respectivement des systèmes triplement infinis (dont le 
second seul est linéaire). La congruence 2 étant linéaire, on peut 
supposer, par le théorème de M. Castelnuovo snr les involutions 
planesx), les a, b choisis de telle manière qu’une courbe du premier 
système ne rencontre une courbe du second qu’en un point variable.

Les m (m-\- 1) points focaux de la congruence 2 situés sur une 
courbe 21 sont donnés par l’équation*):

(3) 3a 3b 3b 3a

jointes aux équations (1) et (2). On en conclut que, dans le cas

enze lineari di coniche dello spazio [Rendiconti della R. Accad. di Napoli, 1895]. 
Les méthodes employées par ces Géomètres diffèrent de la nôtre et ne sont d’ail­
leurs pas susceptibles d’une extension au cas m > 2.

*) Sulla razionalità delle involuzione piane [Math. Annalen, 1893, Bd. XLIV], 
2) Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces [Paris, Gauthier- 

Villars, 1889, Vol. II, Ch. I, pp. 3, 4].
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actuel, par un point focal passe une infinité de courbes de la con­
gruence. En effet, la relation (3) exprime la condition pour que 
deux courbes (1), (2) du plan des (a, b), appartenant respectivement 
aux deux systèmes oo3. se touchent. Or. ces deux courbes n’ont 
qu’un point variable en commun, donc elles ont nécessairement une 
partie commune.

Nous dirons, suivant l’usage, qu’un point de l’espace commun 
à oo 1 courbes de 2 est un point singulier, si ces courbes ne sont 
pas toutes dégénérées *). Nous supposerons que les m (ni -(- 1) points 
focaux (qui sont évidemment ici des points singuliers) situés sur 
une courbe P de 2, sont généralement distincts.

Dans une congruence linéaire, nous avons évidemment une in­
finité de points singuliers dont le lieu se compose de quelques cour­
bes Cx, 6’2,... Ck, dites courbes singulières, sur lesquelles les cour­
bes P s’appuient complessivement en m (m -)- 1) points.

D’après notre supposition, ces m (m -f-1) points d’appui sont gé­
néralement distincts. Cela équivaut à supposer, d’après un théorème 
de M. Darboux2), que les courbes P passant parun point d’une 
courbe singulière ne touchent pas, en ce point, un plan tangent à cette 
courbe en ce même point.

Nous supposerons encore qu’aucune des courbes singulières n’est 
une droite. (On verra pour quelle raison au paragraphe suivant).

2. Désignons par n la classe de la congruence, c’est-à-dire sup­
posons qu’il y a en général n courbes de 2 dont les plans passent 
par une droite quelconque.

Les courbes P de 2 dont les plans passent par un point P 
quelconque, forment une surface F d’ordre nm -)-1. passant sim­
plement par P. Si l’on désigne par q, la classe du cône enveloppé 
par les plans des courbes P passant par un point de la courbe 
singulière C{, celle-ci sera multiple d’ordre q, pour F (i — 1, 2,..., le).

Considérons deux surfaces F, Fx relatives à deux points P, Px 
choisis arbitrairement. Ces deux surfaces auront en commun les n 
courbes P dont les plans passent par P et PXJ les courbes singu-

*) S’il en était autrement, on aurait affaire à un point exceptionnel. Nous 
avons montré (Mémoire cité) que le lieu d’un tel point est ici une droite (droite 
exceptionnelle) formant, avec oo 1 autres courbes planes d’ordre m — t (0 m),
des courbes P.

2) Loc. cit., p. 10.
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lièrea C1} C’2,..., Ch, et enfin les droites exceptionnelles delà con­
gruence 1).

Soit C, une courbe singulière. Elle est multiple d’indice ÿ, pour 
les surfaces F, f\ et elle comptera par suite q~ -|- x fois (x ^ 0) 
dans l’intersection des deux surfaces. Pour que l’on ait * > 0, il 
faut au moins que l’une des nappes de F touche une nappe de F1 
le long de Cf. Mais on peut voir (comme dans mon Mémoire cité) 
que cela est en contradiction avec l’hypothèse que nous avons faite, 
à savoir que les m (m -)- 1) points singuliers situés sur une courbe P 
sont généralement distincts. Par suite, on a x = 0.

Remarquons enfin que, si 2 possède une droite exceptionnelle d 
qui, comptée t fois (0-<£^ w), forme avec oo1 courbes P' d’or­
dre m— t, oo 1 courbes P, sa multiplicité pour la surface F sera 
égale au nombre i de courbes P' situées dans un plan passant par d. 
Une pareille droite comptera évidemment i 2 fois (et pas plus) dans 
l’intersection des surfaces P, Fv

Observation. Les considérations précédentes sur les Courbes 
singulières ne sont plus applicables lorsque ces courbes sont des 
droites, parce que une droite singulière peut avoir, dans son do­
maine du premier ordre, des courbes dégénérées de la congruence. 
C’est ce que M. Montesano a montré (avec d’autres termes) dans 
le cas m = 22).

3. Les résultats précédents fournissent deux équations sur les­
quelles se base le procédé de détermination des différents types de 
congruences 2.

Désignons par /?,, A2,..., Ak les ordres respectifs des courbes 
C1,Ct,...Ck, par m1, m2,..., mA les nombres des points d’appui 
des courbes P de 2 sur ces courbes. On a:

mx -f- m2 -|^... -f- m, = m (m -f- 1) •

Supposons que la congruence 2 possède un certain nombre v de

') Rappelons que l’on appelle droite exceptionnelle une droite qui, comptée 
t fois (0 forme, avec oo 1 courbes planes P', d’ordre m — t, dont les
plans contiennent cette droite, oo 1 courbes P de la congruence 2.

!) Sulle conyrumze lineari di coniche nello spazio [Uendiconti del R. 1st. 
Lombardo, 1893, (2), XXVI], — Su i varii tipi di congruenze lineari di coniche 
dello spazio [Rend. R. Acc. di Napoli, 1895].
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droites exceptionnelles, respectivement multiples d’indices i2, 
pour les surfaces F, et posons:

(I) Q = *ï + *2 + • • • + il.

L’intersection de deux surfaces telles que F donne:

(II) = mw-j- ^2?+ 4?l + ■ • • + ^*2*+ ?•

Considérons maintenant une surface F et une courbe de 2 n’ap­
partenant pas à cette surface. Cette courbe ne peut rencontrer F 
en dehors des courbes singulières, sans quoi la congruence 2 ne 
serait pas linéaire. Donc on a:

(III) m 1) = m, qx -|- mt q2 -)- ... mk qk.

4. Faisons tout de suite deux remarques qui nous seront utiles 
dans la suite.

a) Si la courbe singulière al’ ordre ^ égal au nom­
bre mt des points d’appui des courbes de 2 sur cette 
courbe C„ on a qi = n.

Supposons en effet que l’on puisse avoir qt <[ n pour Ât = miy 
et considérons un point P de C,- et une droite p issue de P. Parmi 
les n courbes r de 2 dont les plans contiennent p, il en est au 
moins une qui ne passe pas par P et qui, par conséquent, touche 
Cy en un point. Faisant varier P (et par suite p) sur C,, on voit 
que toutes les courbes de 2 touchent Ct. Mais alors les m (m-j-1) 
points singuliers situés sur la courbe générique de 2 ne sont plus 
distincts, ce qui est contre notre hypothèse. Donc = entraîne 
?< = n.

Le même procédé de démonstration conduit immédiatement à la 
remarque:

b) Silacourbesingulière C( a l’or dr e /^ = -f-1, les w
courbes de 2 dont les plans passent par une bisécante 
de Ci contiennent au moins un des points d’appui de 
cette bisécante sur Cÿ.

5. Considérons plus particulièrement les congruences 2 dotées 
de deux courbes singulières (k — 2). Pour fixer les idées, nous sup­
poserons TOj ^ -J m (m -f-1).
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Les équations (II), (III) deviennent:

{nm -)- l)3 = nm -j- A1 q\ -f- A2 ql -)- ç, 
ni {nm 1) = mx qx -f- m2 q2.

De ces équations on peut déduire immédiatement des limites 
supérieures de Ax et 12. Pour cela éliminons n entre les équations 
précédentes. Il vient:

ql (m2 A2 — m|) — ÿ2 (2 m1 m2 q1 — w%) -f- ql (m2 Ax — mf)
-)- mm1 q1 -j- m2 (p — 1) = 0. %

En exprimant que qi est réel, on obtient:

4 ql (ml Àx -)- m\ Â2 — m2 Ax i2) — 4 m 12 (mj — m) *
— 4 p (m2 L — m2) — 3 m\ ^5= 0.

Mais on a:
m2^2 > mf, mj qx > m,

(parce que l’on a supposé »?! ^ £ m [m -j- 1]) donc l’inégalité précé­
dente entraîne:

(IV) m\ Aj -|- ml A2 — m2 A, Â2 )> 0.

On en déduit:

(V) ■^î
mj /t2

m2 ^2 — mf ’

car on a m2 ^2 — mf )> 0.
Mais Ax est au moins égal à m-,, donc on a:

(VI) A2 {m2 — m,) < m2.

La formule (VI) donne une limite supérieure de A2 sauf si l’on a 
mx ^ m2. Si m! ^ m2, i2 est quelconque, mais Ax est toujours limité 
supérieurement par (V).

6. Supposons q1 O n et désignons par qlx le nombre de courbes 
r passant par deux points de C1: par q12 le nombre de courbes T 
passant par un point de Cx et dont les plans seuls passent par un 
second point de cette courbe. On a évidemment:

ïll “f" ?12 — 1\ ■
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Considérons une bisécante de Cx et soient P, Q ses points d’ap­
pui sur cette courbe. Deux cas peuvent se présenter:

a) Les n courbes J1 dont les plans contiennent P, Q passent au 
moins par l’un de ces points. Alors on a:

2n + 2ÿls = n,
et par suite:

211=2?,— », 2i* —n — q.

D’après ce que nous avons vu, cela a toujours lieu pour
^1=^+1? 2i < n-

b) Le contraire a lieu.
Dans ce cas, considérons une droite s’appuyant au moins en 

trois points P, Q, R sur Cx. Cela est toujours possible, pourvu que 
Pi ait l’ordre Ax au moins égal à cinq. Or, c’est ce qui arrive ici, 
car dans le cas le plus défavorable, on a m = 2, mx = 3, et d’autre 
part, Àx > mx -|- 1, e’est-à-dire Ax ^ 5.

Les n courbes P dont les plans contiennent la droite P, Q pas­
sent, ou non, par les points P, Q, P; mais dans tous les cas, on a 
3 5ii + <h, c’est-à-dire 3 qx^Ln. Mais alors il vient:

3 m (mn —{— 1) — 3 m.2 q2 ^ nmx.

On vérifie aisément que cette inégalité n’a jamais lieu (en uti­
lisant l’hypothèse mx ^ ^ m [m -)- 1]). Par suite, le cas a) est seul 
valable.

Supposons toujours qx < n et considérons la surface F relative 
à un point P de Cx. Cette surface se scinde en deux autres dont 
l’une, d’ordre mqx, est le lieu des courbes P passant par P, et 
l’autre, P', d’ordre m (n — ÿi)-}- 1, est le lieu des courbes P dont 
les plans passent seuls par P.

La surface F' passe qXi—n — qx fois par Cj. Les surfaces P' 
relatives à tous les points de Cx forment nécessairement un faisceau, 
et les courbes P situées sur une P' forment également un faisceau. 
S’il n’en était pas ainsi, la congruence 2 ne serait en effet pas linéaire.

Soient q' la multiplicité de C2 pour P'; ïx, ï2,... ,ïv les mul­
tiplicités respectives des droites exceptionnelles pour P'.

Remarquons que deux surfaces P' n’ont aucune courbe P en 
commun. L’intersection de ces deux surfaces donne donc:

(VII) [m (n — qx) -f-1]2 = Ax(n- q,)2 -j- A, 3'2
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où l’on a:

(VIII) ç =*? + <? + ...»?.

L’intersection d’une F et d’une F' donne, moyennant:

(IX) p = i, ij -)- ij ts -f-... iv iv,

(X) [m (n — jx) -|- 1] (mn -)- 1) = m (n — <?,) -(-

H- ïi (n — 2i) 4“ ^2 ?2 4“ p,r>
car ces deux surfaces ont en commun n — q1 courbes T.

Enfin, une courbe T ne peut rencontrer une surface F' en de­
hors des courbes singulières, donc on a:

(XI) m [m (in — gj) -j- 1] = m1 (n — ÿx) -(- w?s q'.

7. Nous allons déterminer complètement les congruences pour 
lesquelles on a m1 — m2, m2 — m, la courbe C2 étant une courbe 
plane d’ordre Â2 = m Alors, d’après une observation déjà faite, on a: 
?2 = n.

Les formules (II) et (III) deviennent:

(XII) (nm -)- l)2 = nm -j- K qï 4~ mn2 4“ P>
(XIII) nm -|- 1 = mq-y -\- n.

D’autre part, la formule (V) donne:

À1 ^ m8 -j- m -j- 1 .

On arrivera d’ailleurs à une limite inférieure pour Â1 dans la 
suite.

Nous distinguerons deux cas:

qx—n et q^ <^n .

Si qx — n, la formule (XIII) donne n = 1 et (XII) devient:

K 4" P — w*2 4~ i,
d’où les deux cas possibles:

a) = ni2 4~ 1, p = 0;
b) = m2, q — 1.
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Si 2i <C w, on a q' = n — gî. En effet, considérons un point P 
sur Cj et un point Q sur C2. Les n courbes P dont les plans con­
tiennent P, Q passent toutes par Q (puisque g2 — n), mais il y en a 
qli = n — g, qui ne passent pas par P. Ces dernières appartien­
nent à la surface F' relative à P, donc q'— n — qx. Les formules 
(VII), (X). (XI), (XII) et (XIII) donnent alors:

n — m-(-1, q1 = n—1 = ni, 
m2 X1 q — m* -)- m3 -j- 1,

= m2 —|— m —{— 1, 
mX1 -j- q" = m3 -(- m2 -)- 1.

Mais nous avons vu que les courbes P de 2, situées sur une 
surface F', forment un faisceau. Les surfaces F' étant d’ordre 
ni-1— 1, chacune d’elles contient donc une droite S par laquelle pas­
sent les plans des courbes P qu’elle contient. Le lieu de ces droi­
tes S est une réglée A, enveloppe des plans des courbes P. Par 
suite A est d'ordre (et de classe) n — ni -j- 1.

Une droite exceptionnelle est certainement simple pour les sur­
faces F', car autrement elle rencontrerait toute courbe P et serait 
ainsi singulière. Donc, on a % = i2 = .. . = ïvt et par suite p' = v. 
De plus, pour la même raison, toute droite exceptionnelle est ren­
contrée par chaque droite S en un point variable et est ainsi située 
sur A. Or, A étant d’ordre ni -)- 1, ne peut être située sur une qua- 
drique, donc on a v^.2.

L’hypothèse v — 0 est inacceptable, car elle entraîne 

Q — ç' = q" — 0
et par suite:

mX1 = m3 -\-m2 -\-l,

certainement impossible pour m > 1, ce qui a été supposé.
Si on a v = 1, il vient:

et
Ç = Ç' = 1, Q" = h ,

ni2 X1 -)- i\ = m* -j- m2 -)- 1, 
X1 = m2 -)- m, 

mXj -J- it = m3 -(- m2 -}- 1,
d’où ij = 1.
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Si on a v = 2, il vient, par (I), (VIII) et (IX):

m2 —|— if —(— *1 = »i4 -j- ms -(- 1,
Àx = m‘J -f- m — 1, 

m —(— ii —|— i2 — m3 -|- m2 -f- 1 >

c’est-à-dire ix — 1, 'h — »*■
En résumé, nous avons quatre types de congruences X possibles:

a) = m2 -)- 1, p = 0, qx = n,
b) Ax - m2, ç = 1, qx = n,
c) Âx = mt-\-m, v=l, ç — ç' = ç" — l, qx — n— 1 = m,
d) Xx — m2 -f- m — 1, v = 2, ix — 1, i2=m, qx=n— 1 =m.

Nous désignerons respectivement ces congruences par 2i, X, 
23 et X4. Nous allons les déterminer complètement.

8. Déterminons d’abord la congruence 2X. Les surfaces F, d’or­
dre ni -{- 1, forment un réseau. Les plans des courbes de cette con­
gruence passent tous par un point fixe, O, certainement singulier et 
qui ne peut être situé que sur Cx.

Soit * le plan de la courbe C2. Par un point de * passe une 
courbe J1 qui, rencontrant G2 en ni points, dégénère nécessairement 
en une droite du plan x et en une courbe F’ d’ordre m —1. Comme 
il ne peut y avoir oo2 courbes F dégénérées (car alors 2X serait 
réductible), il y a seulement oo1 droites de * qui entrent dans des 
courbes F dégénérées. Ces droites forment évidemment un faisceau, 
car autrement 2X ne serait pas linéaire. De plus, les courbes telles 
que F', d’ordre m—1, sont dans les plans d’un faisceau dont l’axe 
ax passe certainement par O. Ces courbes F' engendrent une sur­
face <D, d’ordre m, contenant Cx et a, car cette surface, jointe au 
plan x, forme la surface F relative à un point de a. Une courbe F, 
non dégénérée, ne peut rencontrer 0 en dehors de Cu car autre­
ment elle appartiendrait toute entière à 0 et la congruence ne se­
rait pas linéaire. Par suite, les w2 points de rencontre de 0 avec C2 
appartiennent tous à la courbe Cx.

Chaque surface F contient une courbe T' et la droite du plan x 
qui, jointe à cette F', forme une courbe F. Par suite, le plan x ren­
contre une surface F en la courbe C2 et en une droite variable 
dans un faisceau. Le centre de faisceau de droites (qui coïncide
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avec le point de rencontre de * avec la droite a) ne peut être que 
le point de rencontre de Cx avec z, non situé sur C\. Ce point ne 
peut être que le point O (commun aux plans des courbes de 2X)’X 
il suffit pour s’en convaincre de considérer les oo 1 surfaces F re­
latives aux points du plan z.

La congruence 2X est le lieu des courbes planes 
d’ordre m et de genre £ (m — 1) (m — 2) s’appuyant en m2 
points sur une courbe Cx d’ordre m2 -j- 1 etenw points 
sur une courbe plane Ci} d’ordre m, rencontrant Cx en 
m2 points. Les plans de courbes de la congruence pas­
sent tous par le point de rencontre de Cx avec le plan 
de C2 situé en dehors de cette dernière courbe.

9. Passons à la détermination de la congruence 2%. Nous avons 
= m2, ç — 1, v = 1, qx = n.
Par le même raisonnement qui vient d’être employé au para­

graphe précédent, on établit que la courbe composée Cx -)- <2, d étant 
la droite exceptionnelle, s’appuie en m2 points sur C.2 et que le der­
nier point de rencontre avec le plan de C2 est situé sur les plans 
de toutes les courbes de la congruence. Mais on remarquera d’autre 
part que ce point est situé sur la droite exceptionnelle d, donc Cx 
et G'2 se rencontrent en m2 points, et d ne rencontre pas C2.

Soit x le nombre des points d’appui de d sur Cx, et supposons 
que d, comptée t fois (0 <[ t <( m), forme, avec oo 1 courbes 
d’ordre m — t, dont les plans contiennent d, oo1 courbes P de la 
congruence. Les courbes Fx engendrent une surface W d’ordre 
m — k étant le nombre de courbes Fx passant par un point
de d. W contient certainement 6j et C8, car les Tx s’appuient en 
m2—x points sur Cx et en m points sur C2, et on a x < m2. Or, 
Cx -et C2 ne peuvent être situées sur une surface d’ordre inférieur 
à m —(— 1, car toutes les courbes P, rencontrant cette surface en 
ni (m -(- 1) points, seraient situées sur cette surface et la congruence 
n’existerait plus. Donc:

m — t -j- k ^ m -)- 1.

D’autre part, la surface F relative à un point de d contient 
donc:

m — $ —^ wt —j- 1.

Par suite, le signe = est seul valable, et on a k — t-j-1.
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Les intersections d’une courbe I1, avec une surface F tombent 
toutes sur Cu C2 ou d, donc:

(m —- t) (m 1) = m2 — x - m-\- (ni — t),
d’où:

x — m (t -j- 1).

La congruence est le lieu des courbes planes 
d’ordre met de genre £ (m — 1) (m — 2) s’appuyant en m2 
points sur une courbe plane C2 d’ordre m, rencontrant 
Cx en ni2 points. Les plans des courbes de 2.2 passent 
par le point commun au plan de C2 et à une droite qui, 
comptée t fois, forme avec des courbes planes d’ordre 
m — t des courbes de la congruence. Cette droite ren­
contre Cx en m (t—j-1) points.

10. Déterminons maintenant la congruence Jï8 pour laquelle on a 
Xx = m2 -J- m, v — ç = q' = g" = 1, qx — n — 1.

Soit d la droite exceptionnelle et supposons que, comptée t fois, 
elle forme, avec oo1 courbes planes J", d’ordre m — t, dont les 
plans passent par d, oo1 courbes F de 2a.

Rappelons que les courbes F dont les plans passent s e u 1 s par 
un point de C1, engendrent une surface F', d’ordre m -j- 1, sur la­
quelle elles forment un faisceau. L’axe d des plans de ces courbes 
appartient à F' et s’appuie sur C, (nécessairement en m2-\-m — m2=m 
points) et sur d. Les surfaces F' relatives aux différents points de Cx 
forment un faisceau et les droites S relatives engendrent une ré­
glée d, d’ordre m-j-1.

Soit x le nombre de points d'appui de d sur Cv
Puisque la droite d est simple pour les surfaces F et F', dans 

un plan passant par d ne se trouve qu’une courbe F' (s’appuyant 
en wï2 — x points sur C,) et, par suite, il ne se trouve qu’une droite S. 
On en conclut que d est multiple d’indice m pour A.

Les courbes F' forment une surface W, d’ordre m — tk, 
k étant le nombre de courbes F' passant par un point de d.

Puisque d est m-uple pour A, par un point de d passeront m 
droites S de A, donc la surface F, relative à ce point, contiendra 
les m surfaces F' relatives à ces droites, la surface W et éven­
tuellement quelqu’autre surface. On aura donc, F étant d’ordre 

1 ) —j— 1 :
m2 1 ^ m
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c’est-à-dire:
t -)- 1 ^ m -|- k.

Mais d’autre part, l’ordre de W' est au moins égal à un, donc on a: 
m — t -f- k ^ 1,

et par suite:
t -(- 1 = m -)~ k,

et est un plan.
Soient x et y les nombres des points d’appui de d sur C±, C2 

respectivement. Une courbe F' s’appuie donc en m2 — x points 
sur en m — y points sur U2; d’autre part, elle né peut rencon­
trer une F ou une F' en dehors de Cv C2 et d, sans quoi -S3 ne 
serait pas linéaire. Donc on a:

mx -(- (m -)- 1) y = nit (m -)— 1) —(— m, 
x -(- y = mt -(- m.

La courbe C2 étant plane, y peut seulement prendre les valeurs 
m, 1, 0.

Si y=m, les courbes F' ne s’appuient pas sur C2, mais elles 
s’appuient sur et T contient C,. Or, cela est impossible, car Cx 
ne peut être plane alors que 0? est un plan.

On ne peut non plus avoir y = 1, car les formules précédentes 
conduiraient alors à m = 1.

Reste l’hypothèse y — 0. Alors on a t = m — 1, x — m2.
Le plan Ud coïncide nécessairement avec le plan de C2 (k = 0) 

et les courbes T' sont des droites de ce plan. Les surfaces F' ren­
contrent le plan de 02 en la courbe C2 et en une droite variable 
Fpar suite les intersections de la courbe C1 avec le plan de C2 
sont toutes sur la courbe U2.

La congruence est le lieu des courbes planes 
<Tordre m et de genre ^ (m — 1 )(m — 2) s’appuyant en m2 
points sur une courbe Ct d’ordre m8-{-m etenwapoints 
sur une courbe plane C2, d’ordre m, s’appuyant en 

points sur U,. Les plans des courbes de la con­
gruence enveloppent une surface d’ordre m -)- 1, lieu 
des droites s’appuyant en m points sur C\ et en un 
point sur une droite d rencontrant C1 en m2 points et 
qui, comptée m — 1 fois, forme avec une droite quel­
conque du plan de C2 s’appuyant sur d, une courbe de 
la congruence.
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11. Rappelons que la congruence 2i possède, entre la courbe 
singulière plane C2, d’ordre ni, une courbe singulière Cj, d’ordre 
m2 -J- m — 1, et deux droites exceptionnelles, d1, d2, respectivement 
multiples d’indices un et ni pour les surfaces F (d’ordre m2-\-m -)- 1), 
et simples pour les surfaces F' (d’ordre m -(- 1). De plus, la con­
gruence est de classe n — m -j- 1 et les plans de ces courbes en­
veloppent une surface A d’ordre m -j- 1, lieu de droites S s’appuyant 
nécessairement en ni—1 points sur C, et en un point sur dt et d2. 
Les courbes F de dont les plans passent par une droite S for­
ment une surface F', d’ordre m -|- 1. Ces surfaces F' forment un 
faisceau. Les droites S ne s’appuient pas sur C2.

Par le raisonnement employé au paragraphe précédent, on éta­
blit que:

1) la droite exceptionnelle <7, s’appuie en m2 points sur C, et 
ne rencontre pas C2. Elle est multiple d’ordre m pour A et, comp­
tée ni — 1 fois, elle forme, avec les droites du plan de C2 qui la 
rencontrent, oo1 courbes de la congruence.

2) la droite exceptionnelle d2 s’appuie en 2ni—1 points sur Ct 
et en un point sur C2. Elle est simple pour A. Il existe une sur­
face W2, d’ordre m2, passant m—1 fois par Cly m fois par C2 et 
m fois par d2\ les sections de cette surface par les plans passant 
par d2 se décomposent, en dehors de d2, en m courbes planes d’or­
dre m—1 dont chacune s’appuie en ni2 — 2»(-f- 1 points sur Cj 
et en m —1 points sur C2. La droite d2, jointe à une quelconque 
de ces courbes d’ordre m — 1, forme une courbe de la congruence

3) la courbe C, ne rencontre pas le plan de C2 en dehors de 
cette courbe.

La congruence 24 est le lieu des courbes planes 
d’ordre m et de genre -J (m — 1) [m — 2) s’appuyant en m2 
points sur une courbe Cx, d’ordre m2 -j- m — 1 et en m 
points sur une courbe plane C2, d’ordre m, rencontrant 
Cx en m2 -j- ni — 1 points. Il existe deux droites excep­
tionnelles, l’une s’appuie en m2 points sur Cj etforme, 
avec les droites d’un faisceau du plan de C2, des cour­
bes de la congruence; l’autre rencontre Cr en 2m — 1 
points, C2 en un point, et forme, avec descourbespla- 
nes d’ordre m — 1 engendrant une surface d’or dre m2, 
des courbes de la congruence.


