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COMMUNICATION D’UN MEMBRE

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Sur une surface liée a une suite de Laplace
terminée dans les deux sens,

par Luciey GODIEAUX,
Membre de U'Académie.

Résumé. — Etude d’une surface associée a une suite de Laplace de
I'espace a cing dimensions terminde dans les deux sens en présentant
chaque fois le cas de Laplace. Construction d’une congruence W asso-
cice A cette surface.

A une surface (x) rapportéc a ses asymptotiques i, @, nous
avons associé¢ dans lespace S; 4 cing dimensions une suite de
Laplace ..., U,, ..., U, U, V, V| ..., V,, ... dont chaque point
est le transformé¢ du précédent dans le sens des ¢ et du suivant
dans le sens des v, Dans un travail récent (1), nous avons consi-
déré le cas ol la suite de Laplace s'arréte au point U, en présen-
tant lc cas de Laplace et par conséquent au point V,, , en présen-
tant le cas de Goursat. Dans cette note, nous posons conume
condition gue la sutte s’arréte sans les deux sens en présentant
chaque fois le cas de Laplace. On sait que si la sulte s’arréte
dans ce cas au point L, dans le sens des ¢, elle s'arréte au point
V, dans le sens des #. Dans ce cas, une congruence \V est associée
a la surface (x). Nous donnons la construction de cette congruence
et déterminons les fovers de ses rayons (3).

iV Celgues probridlds dune sioface associde a vne siite de Laplace ferminée
{AN~NALT D Aarevariea, 1981 (IV) ¢ 1L pp. 9-20). Vaoir ausst Sidle s pevficie
assoriale ad wng specessione di Laplace chiinsa (BoLLeTTINo DELL’ Unioxi MaTk-
MATICA ITALIANA, 860, pp. 138-161), rdsumé ('nne confdérence {aite a I’ Institut
de Gdomeétrie supdricure « Luigi Cremona » de I'Universitd de Bologne, le 30 mai
1860,

() Ce travail a fait "objet d'unc communication au Stmposio di Geometvia
diffevenziale di Syracisa, A V'occasion des Celebrazioni Archiniedes del secolo XX,
en aviil THGT,
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Lucien Godeaux, — Sur une surface liée

Nous utilisons les notations et les résultats de notre exposé sur
La théorie des surfaces et I'espace véglé (‘) sans définir a nouveau
ces notations, pour ne pas allonger cette note. Nous les avons
d’aillcurs utilisées constamment dans les travaux de géométrie
projective différentielle publiés par 1’Académie.

1. Soit (x) une surface non réglée rapportéc a ses asymptoti-
ques #, v. Désignons par U, V les points de I’hyperquadrique )
de Klein, de 5;, représentant les tangentes aux asymptotiques
#, v de {x) en un point x. On sait que U, V sont transformés de
Laplace I'un de l'autre ¢t appartiennent a une suite de laplace

C. ..U, U, V,V, .. V., .. (L)

sy

chaque point ¢tant le transformé du précédent dans le sens des
# et du suivant dans lc sens des ». La suite L est autopolaire par
rapport a l'’hyperquadrique ).

Nous supposerons que la suite L se termine dans les deux sens
en présentant lc cas de laplace. 51 U, est le dernier point de la
suite dans le sens des v, le dernier point de la suite dans Ic sens
des 7 est V,. On a

fr, =0, &, = .

]

Le point U, ne dépend que de v et le point V,, que de «. Lorsque
» varie, le point U, décrit une courbe (I7,) appartenant au plan
& = U, U%RURZ ¢t lorsque # varie, lc point V,, décrit une courbe
(V,) appartenant au plan 7 = V,V2V}2

Les plans ¢, % sont conjugués par rapport a ’hyperquadrigue O
et coupent celle-ci suivant deux coniques y¢, y, ui représentent
les droites de deux demi-quadriques ayant méme support @,,.

Lorsque # varie, le plan £ reste fixe, donc également son con-
jugué 5. De méme, lorsque v varie, le plan n reste fixe et égale-
ment son conjugué €. Il en résulte que la quadrique @, reste fixe
lorsque i, v wvarient,

.

2. La droite V, V! est conjuguée & 'espace trois dimen-
sions U, U, U%U% osculateur au point U, la courbe v
tracée sur la surface (U, ,). Lorsque » varie, la droite V,V}

m,n

(1) AcCTvAaLITES scienT., NY 138 (Paris, Hermann, 1931). Rappelons que nous

5 . gi+x &
ECTiVONs q;*k pour Frigot .
. i o
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a une suite de Lablace terminée dans les deux sens

et son espace conjugué restent fixes tandis que le point U,
décrit la courbe v tracée sur (U, ). Cette courbe appartient donce
a Tespace a trois dimensions conjugué de V, V1. cet espace
contient le plan £. Donc, les courbes v tracées sur la surface
(U, 1) appartiecnnent a des espaces a trois dimensions passant
par le plan €.

De méme, les courbes # tracées sur la surface (V, ,) appar-
tiennient a des espaces a trors dimensions qui passent par le plan ».

L’hyperplan polaire du point V, est P'espace a quatre dimen-
sions U,_,U, , U, URU® osculatcur en U,_, & la courbe v
tracée sur la surface (U, ,). Lorsque v varie, le point V', et son
hyperplan polatre restent fixes, tandis que le pomnt U, , déernt
la courbe v tracées sur la surface (U, ,). Donc les courbes @
tracces sur la surface (U, ,) appartiennent a des espaces a quatre
dimensions passant par le plan &.

De méme, les courbes # tracées sur la surface (V',, ,) appartien-
nent a4 des espaces a quatre dimensions passant par le plan 7.

3. Désignons par (G un des points d'intersection de la droite
U,V, avec Q.

Sur la surface (5}, les courbes « sont découpées par les cones
projetant des points U, la courbe (V) et les courbes o, par les
cones projetant des points V, la courbe (U, ).

La tangente en un point G & la courbe u tracée sur la surface (G)
appartient au plan tangent au cone projetant la courbe (V) de
U,, cest-a-dire au plan UV, V). Cettc tangente coupe donc
la droite V,V]° en un point G,,.

L’hyperplan polaire du point G, passe par G et par le plan &,
donc par U, et par V,,. 1] en résulte qu’il passe aussi par l'espace
a trois dimensions U, U, U%U conjugué de la droite V,V2
Quand » varie, 'hyperplan polaire de G, reste fixe et il en est
de méme de G,

De méme, la tangente au point ( a la courbe v tracée sur la
surface (G) coupe la droite U, U en un point Gg qui reste fixe
quand ¢ varie.

4. Représentons par Q(p, ¢) = 0 la condition pour que deux
points #, ¢ solent conjugués par rapport a Q, de telle sorte que
Iéquation de cette hyperquadrique soit £2(p, p) = 0.
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Lucren Godeaux, — Sur une surface liée

Posons
G = AU, = p\,,
ol
GO AT, - N, — AU
ST nous représentons par
go\'rn -+ Mo L'.n —+ 7}1-[;21

un point du plan V, T, UM £, n,, n ¢tant les coordonnées de
ce point, I'édquation de la droite GGy est

! & Mo T
IU’(” AUI }l I

Le point (g est donc donné¢ par
(A0l — Ap oyl - )\;.LU?:.

On peut obtenir une autre expression de ce point de la manicre
sulvante :

Puisque on a £2(U,, V,}) = 0, on peut <crire
QUG V) wR(V,, V), (GO, V) w MRV, VLY,
c¢’est-a-dire
Hp"G — pl%, V) i
Nous pouvons donc poser
Gg = pMG o GO
On obtient de méme
G, = AeG - AGH.
On a (}1; -0, ("-rf?‘ =
p(GA OGO b 0G0 MG 0,

donc

3

A1 I )‘me _ }tm(}m - XG0l
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a une sutte de Lablace terminée dans les deux seus

Ces équations doivent étre identiques, donc on doit avoir

i0 11

it Ml]] o |L(,

I

A am o y0 TG
On en ddéduit
(log Au}t® = 0, (Jog An)® = 0, Ap = 8,
§ étant une constante, ¢t cnsuite
ppth — @i -0, (log ) = 0, i = 5, (1)m(e),

olt ¢, (#) est une fonction de 7 seul et o,(v) une fonction de v seul,

On peut ecffectuer une substitution sur la variable # et unc
substitution sur la variable v de maniére a4 avoir @,(#) = 1 et
po(v) == 1, dou p =1 ct A = 8,

G - (_)L"n + \-rn-
Le point G satisfait donc aux relations
Gl = 0,GY = VI = G, G" = U = 6Ge.

La droite g dont (v est I'image sur O engendre donc une con-
gruence W,

5. La droite ULV, coupe O cn deux points
G, =06U,+4 V, G,=6U, —V,
et nous avons
Gyt Gyt = 68U GIP = - G = VI

Considérons Vespace a trois dimensions U,y, qui ne dépend
que de v. La droite conjuguce de cect cspace par rapport a Q
appartient au plan € et a I'hyperplan polaire de U, Elle coincide
donc avec la droite polaire de U, par rapport a la conique .
Soient Ry, Ry les points de rencontre de cette polaire avec la
conique. Ces points représentent deux génératrices rectilignes r,
r, de la quadrique @,,. Les droites de la congruence 2| de direc-
trices 7, #, sont représentées par les points de O situés dans
I'espace U,n. Cet espace coupe les surfaces (G)), (G,) suivant des
courbes # et i ces courbes correspondent des réglées R, R, de

~— 108g -



Lacien Godeaux. — Sur une surface liée

la congruence 2. Les couples de droites #;, ., dépendent de v.

Désignons par S,, S, les points d'interscction de la conique y,
avece la polaire du point V, par rapport a cette conique et par
51, §» les génératrices rectilignes de la quadrique @, qui leur
correspondent. Ces droites n‘apparticnnent pas au méme mode
que #,, #5. La considération de 'espace V, £, qui ne dépend que de
1t, et de la congruence X, de directrices s, s, qui fut correspond,
conduit a des réglées R,, R’, de 2, représentant les courbes v
des surfaces ((3)), (G,). Le couple de droites s,, s, ne dépend que
de .

dolent g, g, les droites qui correspondent aux points G, (G,.

La droite g, appartient aux réglées R, R’,, donc elle s’appuile
sur les droites #;, 75, 55, 55, C'est donc une diagonale du quadri-
latere gauche formé par ces droites. La droite g, est l'autre diago-
nale de ce quadrilatére.

Nous arrivons donc au théoréme suivant :

Sur la quadrigue D,, nous avons o' couples de droites r,, 1,
d'un mode, dépendant de v el 0 couples de droiles s,, s, de Uantre
mode, dépendant de v, Les droites 1, Ty, Sy, Sy S0t les arétes d'un
quadrilatére gauche dont les diagonales g engendrent une congruence
W,

;. Soient maintenant H,, H, lcs points de rencontre de la
droite UV avec Q, et Ay, &, tes droites qut leur correspondent.

FLes drmtes G,H, et GH, appartiennent a O et représentent
les faisceaux focaux de la congruence (g,). De méme, les droites
GoH,, G,H, apparticonent & Q et représentent les faisceaux
focaux de la congruence (g.).

Considérons 'espace & trois dimensions Ul'n. La droite conju-
guée de cet espace. appartient au phn ¢ et coupe la conique y;¢ en
deux points R,, R, (la droite R;R, est la polaire du point UY
par rapport & la conique). La droite conjuguée de 'espace V%6
coupe la conique yy en deux points S, S, situés sur la polaire
de VI par rapport a cette conique.

I.cs droites 7, 7, représentécs par le les pomts Rl, R, et les droites
51, §p représentées par les points S, S, appartiennent 4 @, et
forment sur cette quadrique un quadrilatére gauche. Les diago-
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a une suite de Laplace terminée dans les deux sens

nales #,, &, de celui-c1 sont représentées sur () par les points H,,
H,. La droite G,H, appartenant & (), les droites g, ¢t %, se rencon-
trent en un point qui est un des foyers de la droite g;. Plus géné-
ralement, les droites 2,, 2, rencontrent les droites gy, g, aux foyers
de celles-ci. Donc :

Les droites hy, hy coupent les droites g,, g, aux foyers de celles-ct.

Les couples de droites 7, 7, ne dépendent que de v et les couples
de droites §,, §, que de #. I.es droites A,, 4, engendrent une con-
gruence (4) analogue a la congruence (g).

Liége, le 250 novembre 1961.

— 1091 —



	Information
	Informations sur Lucien Godeaux

	Pagination
	1085
	1086
	1087
	1088
	1089
	1090
	1091


