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Résumé

On démontre que I'on peut construire, sur la surface F de S6 intersection d'un cdne V43 dont les sections hyperplanes
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involution cyclique rationnelle d'ordre sept, possédant trois points unis.
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GEOMETRIE ALCGEBRIQUE

Sur une involution rationnelle du septieme ordre
appartenant a une surface de genre trois,

par L. GODEAUX,

Membre de 1'Acaddémie.

Reésumé. — On démontre que 'on peut construire, sur la surface
F de Sgintersection d’un ¢éne VI dont les sections hyperplanes sont des
surfaces de Veronese et d’une hypersurface cubique, surface ayant les
genres p, = p, — 3, P, = 6, p' = 4, une involution cyclique ration-
nelle d’ordre sept, possédant trois points unis.

Nous avons établi autrefois que la surface F; qui représente
les couples de points non ordennés de la quartique de Klein

@ xX3%, + axxpxg -l agxix; = 0

contient une involution cyclique d’ordre sept, rationnelle, possé-
dant six points unis. La surface I' |, qui a les genres , = 0, p, = 3
contient d’autre part une involution du sccond ordre ayant
28 points unis, représentée par une surface F, de genres p, —
P, = 3. G. Humbert avait obtennu la surface F, comme repré-
sentant les couples de points d’une courbe de genre trois, deux
couples formant un groupe canonique correspondant au méme
point. Nous avons montré que F, pouvait se ramener birationnel-
lIement 2 la surface section d’un cémne Vi dont les sections
hyperplanes sont des surfaces de Veronese de §;, par une hyper-
surface cubique. A Vinvolution d'ordre sept considérée sur la
surface F, correspond sur la suriace I; une involution d’ordre
sept, présentant trois points unis, et qui est rationnelle, Nous
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L. Godeanx. — Suy une wnvolution rationnelle dit septiéme ovdre

avons donn¢ unc démonstration de ces faits par un procédé
indirect et nous sommes ensuite revenu sur la question pour
donner une démonstration plus directe. Enfin, dans notre derniére
notc citée (*), nous avons indiqué brievement, dans l'avant-
propos, unc autre démonstration. C’est celle-ci que nous déve-
loppons dans cette note, en ajoutant quelques propriétés de
I'tnvolution (2).

1. Désignons par x,, ¥y, Xe2, X33 %23 X31, Y12 les coordonndes
projectives homogenes d’un espace Sq 4 six dimensions et par O,
le point dont toutes les coordonnées sont nulles sauf x,, par O,
le point dont toutes les coordonnées sont nulles sauf x, .. Considé-
rons dans cet espace la surface F d’¢quations

P 2z __ . P . . 2
XKogXgy — Agg == 0,  Xap%;; — a3 = 0, XX — xpp = 0,
X11¥ag = XX, Xoa¥a == X1p¥oy,  Xga¥ip == Nag¥y,

.3 . . 2
Ko + xgla1x01%5, + @a¥paX s b @uXga¥es) + D1A0%0

2 .
L DyXGeay < DuXiakyy - Da¥ 1 XuaXyy - B5Xep¥a Xy = 0.

Les six premieres de ces équations représentent un cone Vi
projetant du point O, une surface de Veronese située dans
I'hyperplan x, = 0. I.a derniere ¢quation représente une hyper-
surface cubique V2 coupant le c¢déne précédent suivant unc
surface F d’ordre douze.

Rappelons que le systéme canonique de F est formé des
courbes K de genre quatre situées dans les cdnes projetant de O,
les coniques de la surface de Veronese dout il vient d’étre question.

Ces courbes forment un réseau |[Kjctona p, = p, == 3, p¥V = 4.

(VY Swur une involution rationnelle dowude de trois points de coincidence appar-
tenant & wne surface de genre frols (BCLLETIN DE L'AcCAD., ROY. DE BELGIQUE,
1921, pp. 633-665, 691-702), Sur Uexistence d'involulions rationnelles »'ayant
gu'un nostbre find de poinls unis wuppartenant & wune surface algébrique (BULLETIN
DES ScIENCES MATHEMATIQUES, 1933, pp. 7-1.1), Sur une involution rationnelle
wn'avant qu'un nombre fini de poinds unis appariciant a une survface de genre quatre
(BULLETIN DE L Ac¢ap. rRovy. DE DBercigur, 1(HO, pp. 9-17).

{(2) Nous supposcrons connues nos recherches sur les involutions. Voir notre
exposé sur Les involufions cycliques apparienant @ une surface algébrique. ACTUA-
LITE SCTENT. N¢ 270 (Paris, Hermann, 1935) ot notre Mduotre sur les surfaces
multiples (Mémoires in-8° de 'Acad. roy. de Belgique, 1%952).

79 —



appartenant & wne surface de genve lrows

Les courbes bicanoniques de I sont les sections hyperplanes et
on a P, =7.
La surface I' est transformée en soi par 'homographie H

d’équations

M Y T o P L SR . . .
:‘0 - 4¥11 - _1(22 - x33 - x23 - xal - x12 — G'):CO - x11 . €2x:32 . EGX33 -

4. . 3 . .
€tX,y 1 €3Xg 1 €%,

oll € cst une racine primitive septieme de 'unité. Cette homo-
graphie a donc la période sept, clle possede comme axes ponctuels
les sept sommets de la figure de référence. Trois de ceux-ci,
les points Oy, O,,, O,, appartiennent a la surface I de sorte
que H engendre sur I une involution I d’ordre sept présentant
trois points unis.

Occupons-nous tout d’abord de la structure des points unis.

Le plan tangent a IF en Oy est donné par x,, = %45 = %,, =
X9 = 0 ; c’est donc le plan O,,0,0,; dans lequel H détermine
I'homographie

L LA ! . . 5 . RPN
,¥11 - xo - X31 — xll . E xo . € /1’31.

En posant % = €%, on a 7%= € et ¢n posant { = €3, on a
{4 = €% On en conclut que les nombres attachés au peint uni Oy,
sonta = 2,8 = 4.

Le plan tangent en Oy, a I a pour équations x,; = x4, = x5 =
X3 = (), c'est-a-dire que c’est le plan 0,,0,0,,, dans lequel H
détermine "'homographie

fo, L I3 . 2 . Bas
Xoa i Xg . Xia = € Xgo ! €1 1 €X,q,

ol encore

Xop o Ayl Xip = XNop @ €%y €4y,

En posant % = €? on a n* = € et en posant { = ¢%, on a
{* == €3, Les nombres attachés au point uni O,, sont également
a =2, B =4

Au point Oy,, le plan tangent a I est donné par x;; = %y, = %,
= x4, = 0; c’est donc le plan 0,;;0,0,, dans lequel H déternune
I’homographie

L i, |- . B -1
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L. Godeax. — Sur une involution vationnelle du seplicine ordre

En posant n = %, ona n? = et en posant { == €5, ona {* = 8.
Les nombres attachés au point Oy, sont encore a == 2, 8 = 4.
Les trois points unis de Uinvolution I ont donc méme structure.

2. Désignons par |C| un systéme linéaire dépourvu de points-
base transiormé en soi par H, par exemple le systeme 17K| ou
encore le systéme |14K]| découpé sur IF par les hypersurfaces du
scptieme ordre. Le systéme |C| contient sept systémes lindaires
partiels appartenant a 'involution I et dont I'un est dépourvu
de points-base. Nous désignerons par |C,[ ce dernier systéme,

Nous avons établi que les courbes Cg passant par un point unt,
par excmple par O,,, acquierent cn ce point la multiplicité quatre
et ont un point {¢, 1) infintment voisin situé sur la droite O,;,0,
multiple d’ordre trois ¢t une suite de trois points simples (3, 1),
(8, 2), (8, 3) dont le premier est sur la droite O,,04,. Nous dé-
signerons par Op; le point (a, 1). Ce point, d¢c méme que le point
(B, 3), est uni de premieére espece pour I'involution 1.

Désignons par F’ une surface image de I'involution I ¢t prenons
comme modéele projectif de cette surface une surface normale
dont les sections hyperplanes correspondent aux courbes C,.
Le point de diramation de la surface F’ qui correspond au point
uni O,, est multiple d’ordre quatre pour la surface I’ et le cone
tangent en ce point se scinde en un cénc cubique et cn un plan
coupant le cdne précédent suivant une scule génératrice. En
d’antres termes, le point de diramation cst équivalent a une
cubique gauche o et & une droite o}é coupant e, cn un point.
La courbe g, représente le domaine du point (a, 1) ou O ct
la droite eré représente le domaine du point (8, 3). La cubique o
a le degré virtuel — 4 et la droite o’é. le degré virtuel —- 2.

De méme, dans lo domaine du point um O,,, il existe un point
uni de premiére espéce infiniment voisin situé sur la droite O,,0y,
que nous désignerons par Oy, ¢t une suite de trois points unis
infiniment voisins successifs dont le premier est sur la droite
0,,0,, et dont le dernier est uni de premiere espece. Le point
de diramation correspondant sur I’ est équivalent a unc cubique
gauche o) représentant le domaine du point O ot a4 une
droite Ug.

Enfin, en nous bornant a4 ce ¢ul nous sera nécessalre dans

[ -



appartenant & une surface de genve trois

la suite, il existe un peint uni de premiére espece Og, infiniment
voisin de O, sur la droite 04,0, Le point de diramation corres-
pondant sur I'' est quadruple pour cette surface ct équivalent
A une cubique gauche o, représentant le domaine de Ogy ct

o

a une droite og-

3. Supposons que la surface F’ possede une courbe cano-
nique K’. Cette courbe doit rencontrer les courbes o, o, o
chacune en deux points puisqu’elles sont de degré viruel — 4.
A la courbe K’ correspond sur I une courbe canonique K passant
deux fois par les points Oy, Oy, Oys, Oga, Ogs, Oss.

11 existe sur la surface F trois courbes canoniques appartenant
a I'involution I, 4 savoir:

I.a courbe K, d’équations

2 - — ——
Xpp¥gs — %a3 = O, Ky = Xy = Xgy = 0,
.3 , 2 o
AgXo + Q3% oXaaXsy 4 DaXaeXes — O,

La courbe K,, d’équations

¥yu¥y — ¥ = 0, Xog == Xpy = X1 = 0,
3 - 1 2
Aoy + A1X X1 X5 + baXagshy = O,
La courbe K, d’équations

2 . _
X1 %en — Xi2 — O, Xgg = Xp3 = Xy = 0,

@x 4+ ApXoXae¥ip + bixh¥ = 0.

Chacun de ces courbes passe par deux des points unis de 'in-
volution, mais non par le troisiéme. Aucune d’clles ne peut donc
étre la transformde de la courbe K’, donc celle-cl n'cxiste pas.
LLa surface F' ¢tant dépourvue de courbe canonique ¢t étant
d’autre part, comme F, régulicre, on a p, = p, = O.

La courbe K, passe simplement par O,, en y touchant la
droite O,,0, et doublement par Oj;; en vy touchant les droites
035304 et 03304,

La courbe K, passe simplement par O,,; en y touchant la
droite O,,0, ¢t doublement par O,; cn y touchant les droites
01104, 04,04.



L. Godeaux. — Suy une involution vationnelle du septicine ordyre

Enfin la courbe K, passe simplement par le point Oy en vy
touchant la droite 0,0, ¢t doublement par O,, en v touchant
lIes droites O,,04 et O,,0,,.

Supposons maintenant que la surface F’ posséde une courbe
bicanonique. Celle-ci doit rencontrer ¢n quatre points chacune
des courbes ay, ok, o,. Par conséquent il doit lui correspondre
sur I’ une scction hyperplanc (courbe bicanonique) passant
quatre fois par les points O,;, Oy, O, O, Oy,, Ols.

Il existe sur I sept courbes bicanoniques appartenant 2
I'involution I, ce sont les sections de la surface par les hyperplans
de la figure de référence. Parmi celles-ci, quatre contiennent
les points unis, ce sont les sections de F par les hyperplans
g =0, .5 = 0, x5, = 0, %, = 0. La section de F par I'hyper-
plan x, = 0 ne peut convenir car clle passe simplement par les
trois points unis.

Considérons la section de I' par I'hhyperplan x,; = 0. Cette
section n’est autre que la courbe K, + K. D’apres ce qui précéde,
cette courbe passe deux fois par les points O;, ct Oy, une fois
par les points Oy, et Op, Oy, et Oy, LElle ne peut donce étre
la transformée dc la courbe bicanonique éventuelle de 17", Pour
la méme raison, les courbes découpées par les hyperplans x,, = 0,
%, = O dotvent étre écartécs.

La surface F’ étant dépourvue de courbe bicanonique, on a
P, = 0 et par conséquent, cette surface est rationnelle d'aprés
le théoréeme de Castelnuovo (p, = P, = 0).

4. Nous construirons pour terminer un modéle projectit de
la surtace F'.

Partons d’une courbe K quelconque, soit K, et désignons par
K,, K, ..., K, scs transformées successives par H. A la courbe K,
correspond sur ' une courbe K’ et a4 cette courbe correspondent
sur I les sept courbes El, ﬁm ET. LLa courbe K’ e¢st de genre
quatre mais il existe sur la courbe K, neuf couples de points
appartenant a un méme groupe de linvelution I; cc sont les
points découpés sur HKHI par les courbcs I_(z, K, .., Kr,. A ces neuf
couples de points corrcspondent neuf points doubles de la courbe
K’ qui est donc de genre virtucl 4 + 9 = 13. Lorsquc Kl varie
dans |K |, K’ décrit un systémec rationnel et par conséquent
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appurtenant a une surface de genve trots

les courbes K’ appartiennent totalement & un systéme lindaire
que nous désignerons par |I'|. Aux courbes I” correspondent
sur F des courbes C du systéme lindairc

|Cl=|K, + Ky + ... +K,|

ou, d’une maniéere plus précise, des courbes C, formant un systéme
linéaire partiel |Cy| appartenant a 'involution I, privé de points-
base et contenu dans | C|.

Les courbes C, ont le genre 85 et le degré 3.49. La formule de
Zeuthen montre que les courbes " ont bien le genre 13. Le degré
de |I" | est 21 ct la surface I’ étant rationnelle, { I”[ a la dimension 9.
En rapportant projectivement les courbes I’ aux hyperplans
d’un espace lindaire S, a neuf dimensions, on obticnt un modéle
projectif de F’, d’ordre 21, a sections hyperplanes de genre 13,
que nous continuerons a désigner par I’/

Comme on I'a vu, les points de diramations correspondant aux
points unis O,;, O,,, O, sont quadruples pour la surface E’.
Chacun d’cux est équivalent a deux courbes rationnelles : une
cubique gauche de degré virtuel 4 et une droite de degré
virtuel — 2.

Appelons Kj, K;, K; les courbes qui correspondent sur E’
aux courbes K,, K,, K,. Observons que les courbes 7K,, 7K,, 7K,
appartiennent au systéme | Cgq .

La courbe K, ayvant un point double cn Og;, est de genre trois.
On en déduit, par la formule de Zeuthen, que K| cst rationnelle,
car V'involution déterminée sur K; par H possc¢de trois points
unis, un voisin de Q,,, deux voisins de Og,. La courbe Kj ren-
contre en un point chacune des courbes o, o, crﬁ mais ne
rencontre pas lcs courbes oy, ofg, crg. On en conclut la relation
fonctionnelle

e -
7K, =TI — 26, — g - 30, - :Jo'g.

On a de méme
TK, = I' — 20, — U‘E — 3o, — 50':8,
7Ky = I — 20, — 0':8 — 3o, — 50’5.

Les courbes K; K; K; sont des cubiques rationnelles
{cubiques planes ayant un point double).
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Appelons L la section de F par l'hyperplan x, =0 et L’
la courbe qui lui correspond sur F’'. La formule de Zcuthen
montre que la courbe L’ est elliptique. D’autre part, la courbe L’
doit rencontrer en un point chacune des courbes a‘é, on, crg
mais ne rencontre pas les courbes oy, on, o, On a donc

TL' = 2T + op - 0 + o - 2(og + og + 0p).

La courbe L’ ¢st une courbe clliptique du sixieme ordre.

Observons que 'on peut voir que la surface I’ est dépourvue
de courbe canonique. Si une telle courbe K’ existait, elle ren-
contrerait les courbes of, o), o, chacune en deux points
mais ne reucontrerait pas les courbes ojé, c;;, og. On devrait donc
avoir

—_ Ht y
/K" = I' - 3{o, + ol L Og) — (U:B + Gg, - Ug).
La courbe K’ est d’ordre trois et sil'on désigne par x son degré,
on auralt 7x = 3 — 18, ce qui est impossible.

On démontrerait de méme gqu’une courbe bicanonique ne peut
exister.

Liége, le 4 juillet 1961.
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