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SUR LES

VARIETES A TROIS DIMENSIONS

QuI
REPRESENTENT LES COUPLES DE POINTS

D'UNE COURBE ET D'UNE SURFACE ALGEBRIQUES

L'étude des surfaces algébriques qui représentent les couples
de points d’une ou deux courbes algébriques a été faite il y a
guelques années par trois géomeétres italiens : MM. De Fran-
chis (*), Maroni (**) et Severi [***). Dans un beau mémoire qui
vient de paraitre, M. Severi (IV) s’est occupé de la variété algé-

(*) Sulle varieta so* dette coppie di punti di due 0 di una curva algebrica.
(Rendiconti di Palermo, 1903, t. XVIl.) — Sulle corrispondenze algebriche
fra due curve. (Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, 1° sem., 1903, (S),
t. XIL)

t**) Sulle superficie algebriche possedenti due fasci di curve algebiiche uni-
secanti. (Atti della R. Accad. di Torino, 1903, t. XXXVIIL(i

(***) Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una curva
algebrica. (Atti dei.la R. Accad. di Torino, 1903, t. XXXVIIl.) — Sulle
corrispondenze fra i punti di una surva algebrica e sopra certe classi di
superficie. (Memorie della R. Accad. di Torino, 1903 (2), t. LIV.)

(iv) Fondamenti per la geometria suite varieta algebriche (Rendiconti di
Palermo, 1909, t. XXVIIl.) — Un résumé de ce Mémoire avait été publié
antérieurement sous le titre : Alcune proposizioni fondamentali per la
geometria sulle varieta algebriche. (Rendiconti della R. Accad. dei Lincei,
2e sem., 1907, (5), t. XVI.)



brique a trois dimensions dont les points représentent sans
exception les couples de points d’une courbe et d’une surface;
le savant géometre a construit le systtme canonique de cette
variété par la considération des intégrales triples de premiére
espéce. Dans la note suivante, je me propose de construire le
systeme canonique en employant les méthodes algébrico-géome-
triques.

Dans la premiére de ses notes citées plus haut, M. De Franchis
avait établi une relation entre les caracteres virtuels d’une courbe
appartenant a la surface algébrique qui représente les couples
de points d’une ou de deux courbes algébriques. Des relations
analogues existent naturellement entre les caractéres virtuels
des surfaces appartenant a la variété qui fait I'objet de ce travail,
mais leur recherche est moins simple que dans le cas des
surfaces. Nous recherchons ensuite les invariants de Zeuthen-
Segre et de Pannelli.

1- Désignons par Vr une variété algébrique a trois dimen-
sions qui représente sans exception les couples de points d’une
courbe C0 de genre p > 0 et d’une surface F0 privée de courbes
exceptionnelles, de genre géométrique pg > O, de genre arithmé-
tique pa, d invariant de Calstelnuovo-Enriques c et d’invariant
de Zeuthen-Segre ».

Les caracteres de la variété V calculés par M. Severi sont

le genre géométrique = ppg, le genre arithmétique
Pa = (P — 1) Pa ma P* les caractéres du systeme canonique
Uc <= 6(P — 1) (* — 1), =9(p — 1) (u— 1 + 1,
2 =5p—1)@—1) +2(p—1)pa . —3 et l'irré-

gularité superficielle g™M={pg — pa) -h p.

La variété V possede un faisceau jFj birationncllement iden-
tique & C0 de surfaces F ' es a FO, et une congruence jjCjj
identique a F0 formée par des courbes C identiques a CO. Les
surfaces F et les courbes C sont unisécantes.

Dans la suite de ce travail, nous désignerons par <> le systéme
canonique de V et par |@0] le systeme canonique de F0. Une
surface de V formée par les courbes C qui correspondent aux



points d’une courbe 00 sera désignée par 0. On voit qu'une telle
surface représente sans exception les couples de points de CO et
d’une courbe O0. De plus, nous utiliserons les notations suivantes,
déja employées par M. Severi: H, K, L étant trois surfaces de V,
(H, K) désignera la courbe, intersection des surfaces H, K et
[H, K] le genre de cette courbe, (H, K, 1.) le groupe de points
et [H, K, L] le nombre de points communs aux trois sur-
faces H, K, L.

2. Considérons sur la surface FO un systeme linéaire |TO0|,
00 5 au moins, simple, irréductible et dépourvu de points de base.
Une surface T qui représente (sans exception) les couples de
points de la courbe C0 et d’une courbe Tu appartient a un
systéme linéaire 00 s au moins et dépourvu de points de base.
On sait que la surface T possede deux faisceaux de courbes uni-
sécantes, I’'un formé de courbes C et I'autre de (FF), par consé-
quent le systéme canonique de cette surface se compose d’un
groupe de C canonique pour le faisceau et d’un groupe de (rF),
canonique pour le faisceau de ces courbes.

Si ra est une surface qui représente (sans exception) les
couples de points de C0 et d'une courbe adjointe a |ro|, la
courbe ¢rary se compose de — 2 courbes C, « étant le
genre de F0. Donc, si |r'| est le systeme adjoint a |F|, on a, sur
la surface T,

(rr) = @2p—2) (rF) + (rr,).
Par un théoreme de M. Severi (*), on a
T = (2p-2)FH-ra

Mais d’autre part,

r=r-e«

(*) Severi, Osservazioni varie di geometria supra una superficie algebrica
e sopra una varieta. (Atti del R. Istituto Veneto di Sc., let. et arti.,,
1906, t. 1AV.)



et, dans la congruence JJCjj,

r,=r+

De ces trois formules on déduit
¢ = (2p— 2)F -+ (1)

Une surface canonique de la variété V s'obtient en réunissant
« 2p — 2 surfaces formant un groupe canonique du faisceau JFj,
une surface engendrée par oc ! courbes C formant une variété
canonique de la congruence JjCjj.

Tel est le théoréeme établi par M. Severi dans son Mémoire
sur les variétés, cité plus haut.

3. Remarquons que deux courbes de la congruence JICjf ne
peuvent avoir aucun point commun, car on peut toujours
former un faisceau irrationnel de courbes C. On en conclut en
premier lieu que le degré virtuel du systeme |r| est nul. En
second lieu, deux surfaces T ont en commun mg courbes C,
m( étant le degré virtuel de |ro|, par conséquent

[T,] = »0(p —d) + 1.

4. Considérons une correspondance db établie entre les points
de la courbe C0 et ceux de la surface FO A un point a de C0
correspondent les points d’une courbe A0 de FO. Lorsque le
point a décrit la courbe CO, la courbe A0 varie dans un systéme
continu jAOj dejdegré virtuel m. Inversement, & un point de F0
correspondent a points de C0O. Nous dénoterons par « le genre
de AO. Les points de YT qui représentent des couples de points
correspondants de db sont situés sur une surface A de degré
virtuel n0, d’invariant de Castelnuovo-Enriques w0 et dont la
courbe caractéristique a le genre pO0.

Chaqgue surface F rencontre la surface A suivant une courbe
de genre ir et chaque courbe C rencontre la méme surface
en p points.



5. On a identiquement

[ -+ A, &, a] = [*»A] -+ [<t'Ad],
et
[(T + A2, A] = [& + A 4, A] + [<FAZ] + [A3],
d’ou
(1> + A)*, A] =[<1>4A] 2[<bAl] + [A1]. )
Les surfaces <> 0 A découpent sur A le systéme canonique,
donc
(& « A, A]=a0— t. €)

D’autre part

[OA] = 2p0— 2 —2n0,  [A*] — wO. ()

La formule (1) donne successivement

[Va] = (2p —2)[F$a]-t-[e«FA],

[fba] = (2p —2)[F*A] -+ [OFA],

[@ba] =(@P —2)[OFA] [OSA],

K4A] = 2(2p — 2)[OFA] — [0-A].
Or

[>*A] = *(* — 1), [OFA] = [A,00 = -2 —2 — Il
Donc

[WFa] = 2(2p — 2) (2t — 2 — m) — .

De la formule précédente et des formules (2), (3) et (4) on
déduit

s)— 1 =2(2p — 2)(2jt — 2 — m)-t-2(2p0—2) — 3n0+t ~a—t). (5)

On obtient ainsi une premiére liaison entre les caractéres de
la surface A.



6. De la formule (I) on déduit
@A) = (2p — 2) (FA) a- (0A),
Oou
[>A] = [(2p — 2)F, A] 4- [0A] + (2p — 2)[AFO] — |.

D’autre pari, on a identiquement

* A A)=(b A 4 (AA),

ou
"o = [+A] + P,-*- [AA<i>] — .
De I3,
"0 =L({2P—2)P» A] 4- [0A] 4-p0 4-(2p — 2)[AF@]4-[A2b] —2. (fi)
On a

(2> — 2)F, A|= (2p—2)r— (2p—2) - \,
[AFO] = 2r —2 —m, [ash] = 2p0— 2 — 2»0.

Moyenanl ces trois égalités, la formule (6) devient

“0=[®A] + 3(2p — 2)(x—1) — m(2p —2)4-5(p,, — 7

Considérons la surface O qui représente les couples de points
de C0 et d une courbe canonique O0 de FO. La correspondance X
définit, entre C0 et 80. une correspondance d’indices (pi, 2tc — 2
—ni). La courbe (0A) représente, sur cette surface O, les
couples de poin ts liés par cette correspondance, donc on a (*)

2[0a]—2 = [6A1 2(p—1)(@2»—2—m) 2p(u — 1).

En combinant les formules (8) et (7) avec cette derniére, on
trouve

[0A] = 2(p0 — 1) — 2m (p — I) — 2w0— i.

(*) De Franchis, loc. cit.



Si la surface A appartient a un systeme continu, go 1 au moins,
on a [<»A2] ~.0, d'ou

2{p,,— 1) >2m(p — 1) + 2n0 + 1.

7. Désignons par \0 I'invariant de Zeuthen Segre de la
variété V. Les surfaces F sont toutes biralionnellement identiques
a FO, par conséquent, aucune d’elles ne posséde de singularités
altérant les caractéres invariants non communs a toutes ces
surfaces. En appliquant une formule que j'ai établie récem-
ment (*), on a

l, =2(p—d)@i = i) + 6.
L’invariant de Pannelli, 115 est donné par la formule (**)
48P, — 54=21,— 1,
d'ou, comme Pa= (P — 1) Pa +

l. = (p— 1)(24p.+» + 28).

(*) Sur I'invariant de Zeuthen-Segre. (Bull, de i.’Acad. roy. de Belgique.
Classe des sciences, 1909.)

(**) Pannelli, Sopra un earaltéré di una varieta algebrica a tre dimen-
sioni. (Atti del IV longlesso dei Matematici Roma, 1908, t. I1.)



