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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur le système canonique
d'une surface image d'une involution

appartenant à une surface du onzième ordre ,

par L. GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction du système canonique d'une surface de
genres fta = ftg — 9, image d'une involution d'ordre treize, appartenant
à une surface du onzième ordre, possédant trois points unis de même
structure. Dans le système canonique se trouvent une double infinité
de courbes dégénérées en une courbe fixe, de genre trois et de degré
virtuel —1, en deux courbes variables d'un faisceau de degré trois et de
genre neuf, et en six courbes rationnelles, trois de degré virtuel —2
comptées deux fois, trois de degré virtuel —3.

La question étudiée dans ce travail est une application de
la théorie des involutions cycliques d'ordre premier, n'ayant
qu'un nombre fini de points unis, appartenant à une surface
algébrique ). Nous considérons sur une surface du onzième ordre,
F, une involution cyclique I d'ordre treize, possédant trois points
unis que nous démontrons être de même structure. Sur la surface
0, image de l'involution, chacun des points de diramation est
équivalent à trois courbes rationnelles, une de degré virtuel — 2,
les autres de degré virtuel — 3. Nous construisons le système
canonique de la surface 0, qui est de genres fia = pg = 9. Dans

(1) Les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique. Acx. Scient.
n° 270 (Paris, Hermann, 1935). Mémoire sur les surfaces multiples (Mém. in-8°
de l'Acad. roy. de Belgique, 1952). Les singularités des points de diramation
isolés des surfaces multiples (Deuxième Colloque de Géométrie algébrique du
C. B. R. M., Liège, 1952, pp. 225-241). La théorie des involutions cycliques appar¬
tenant à une surface algébrique (Bull, de la Soc. roy. des Sciences de Liège,
1957, pp. 3-15). Construction du système canonique d'une surface multiple (Bull.
de l'Acad. roy. de Belgique, 1961, pp. 156-160).
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L. Godeaux. — Sur le système canonique d'une surface image

ce système, et c'est ce qui fait à notre avis l'intérêt de cette note,
il y a une double infinité de courbes dégénérées en une courbe fixe
de genre trois et de degré virtuel — 1, en six des composantes
des points de diramation et en des couples de courbes variables
dans un faisceau de genre neuf et de degré trois.

Pour éviter des longueurs inutiles, nous conserverons les
notations du second mémoire cité plus haut sans en donner
à nouveau la définition.

1. Considérons la surface F d'ordre onze, dont nous écrirons
provisoirement l'équation sous la forme

e étant une racine primitive d'ordre treize de l'unité.
L'homographie H transforme la surface F en soi et engendre

sur celle-ci une involution I possédant trois points unis : les

sommets (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) du tétraèdre de réfé¬
rence situés dans le plan xé — 0.

Nous démontrerons tout d'abord que ces trois points unis
ont même structure. On sait que celle-ci, lorsque le point uni
est de seconde espèce, est déterminée par un nombre a tel que
dans le domaine du premier ordre d'un point uni, l'homographie
H détermine une homographie binaire À' : [i' = e A : eafi.

Dans le plan tangent x2 = 0 au point Oj à F, H détermine
l'homographie

Si l'on pose rj = e4, on a e6 = r)8, donc a = 8.

Dans le plan tangent x3 = 0 à F en 02, H détermine l'homo¬
graphie

(x1 ex2 6%) ou (e12#! x2 e5*4).

En posant y = e12, on a e5 = rf, donc a — 8.

axox a -f a2%l°x3 + aix>x1 + axf = 0

et l'homographie H de période treize,

(xx e%3 e%).

— 800 —



d'une involution appartenant à une surface du onzième ordre

Enfin, dans le plan tangent x1 = 0 en 03 à F, H détermine
l'homographie

(ext, €%, e%) ou (e10*2, x3, €%).

En posant tj — on a y8 = e2 donc encore a = 8.

2. Nous déterminerons ensuite la structure du point C. En
posant 7] = e6, on a ))5 = e4 et l'homographie H détermine dans
le domaine du premier ordre de 01 une homographie qui peut
également être représentée par

A ' : n' = rjßX : rjfi,

où l'on pose ß = 5.

Considérons sur F un système linéaire |C|, privé de points-base,
transformé en soi par H et contenant treize systèmes linéaires
partiels appartenant à l'involution I dont l'un,

| C0
1
, est dépourvu

de points-base.
Cherchons les solutions en nombres entiers positifs des con¬

gruences

À -f a/x = A -f 8/x = 0, fi —( jSA = fi + 5A = 0, (mod. 13).

Nous trouvons les solutions suivantes :

Aj = 2, Hi = 3 Ag = 5, /x2 = 1 j A3 — 1, = 8 )

A4 = 4, .4 = 6* A5 = 7, ~ 4 ; Ae = 10, /x6 = 2.

Nous avons

X1 + a//.! = 2.13, ju-! + j8Ai = 13,

donc le point Ox est un point uni de seconde espèce et de deuxième
catégorie.

Les courbes CÓ, c'est-à-dire les courbes C0 passant par Ox,

ont en ce point la multiplicité cinq et passent deux fois par le
point (a, 1), une fois par les points (a, 2), (a, 3), ..., (a, 7), une fois
par le point (a, 1, 1), deux fois par les points (ß, 1), ..., (j8, 4).
Le point (a, 1) se trouve sur la droite 0i03 et le point (ß, 1) sur
la droite OjC. Les points (a, 7), (a, 1, 1) et [ß, 4) sont unis de
première espèce.
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L. Godeaux. — Sur le système canonique d'une surface image

Si nous désignons par 0 la surface image de l'involution I
dont les sections hyperplanes i~" correspondent aux courbes C0

et par 01 la surface dont les sections hyperplanes F" corres¬

pondent aux courbes Cq, aux domaines des points (a, 7), (a, 1, 1),

(j8, 1) correspondent respectivement sur 0X une droite aa, une

droite ra et une conique aß. Le point de diramation 0 qui
correspond sur 0 au point uni 01 est donc quadruple pour cette
surface. Comme 0 x peut être considérée comme la projection
de 0 à partir de Oi sur un hyperplan, le cône tangent à cette
dernière surface en (X est la projection à partir de ce point

des courbes aa, ra et aß.

Appelons C'ó les courbes C„ assujetties à toucher en

une droite distincte de OjOg, 0]04. Les courbes Co passent

six fois par 01; une fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, 7),

quatre fois par (ß , 1), une fois par (ß, 2), (ß , 4), une fois par
les points (j8, 1, 1), (j8, 1, 1, 1), (ß, 1, 1, 2). Aux courbes C£ cor¬

respondent sur 0X les sections hyperplanes F" passant par un

point commun aux courbes ra et aß. Si n est l'ordre de 0, 0X

est d'ordre n — 4 et le degré effectif de \r"\ étant n — 5, le point
commun aux courbes de ce système est simple pour 0X. On en

conclut que le point de diramation O' est équivalent à trois

courbes rationnelles aa, ra, aß, de degrés virtuels respectifs
— 2, — 3, — 3. On a

r = r' + aa + r0 + aß.

La courbe ra rencontre chacune des courbes aa, aß en un point,
mais ces deux dernières courbes ne se rencontrent pas.

Bien que cela ne nous soit pas nécessaire pour la suite, nous
indiquerons le comportement en Ox des courbes C'ó', Cj,4), C{f}, C6)

ayant des multiplicités croissantes en ce point.
Les courbes Cq passent neuf fois par Ox, quatre fois par les

points (a, 1), (a, 1, 1) et une fois par (j8, 1), ..., (ß, 4). Les courbes

Cj,4) passent dix fois par Ot, trois fois par (a, 1), (a, 1,1), trois fois
par (ß, 1), une fois par (ß, 1, 1), (ß, 1, 1, 1), (ß, 1, 1, 2). Les courbes

Cl05) passent onze fois par Ox, deux fois par (a, 1), (a, 1, 1), deux
fois par (ß , 1), (ß, 1, 1), {ß} 1, 2), une fois par (ß, 1, 3), {ß, 1, 3, 1).

Enfin les courbes C{,6) passent douze fois par 01} une fois par
(a, 1), (a, 1, 1), 08, 1), (ß, 1, 1), ..., (ß, 1, 9).
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d'une involution appartenant à une surface du onzième ordre

3. Dans la suite de ce travail nous aurons plusieurs fois à

considérer des systèmes linéaires de courbes appartenant à
Tinvolution I et se comportant d'une manière symétrique vis-à-vis
des points unis Ox, 02, 03. Nous rechercherons l'équation des
surfaces découpant sur F ces systèmes de courbes de la manière
suivante :

Si l'équation d'une telle surface supposée d'ordre n contient
le terme xxigxijx'l~il~i*~iz , elle contient aussi les termes
xiJxi32xi13xl~il~Ì2~~h, xxxxl1'3. Cela implique les congruences

i2 + 4î3 = ih + Uh = is + (mod. 13)

c'est-à-dire, k et l étant des entiers positifs,

+ 3 is = -f 13&, 4 i% — ii% = 3iit + 13/,

d'où

2 == i X H k ""f 3/, 3 = -f 4Ä — l.

On doit avoir

îj —( + 3 =:z 3Zj -I 5Ä -j 21 n, k 31 n.

On détermine ainsi facilement l'équation des surfaces cherchées.
Le premier membre de l'équation de la surface F se reproduit

multiplié par e lorsque l'on effectue H. Le procédé précédent
donne pour équation complète de F,

0O1*ÌO*2 + <2 02*2°* 3 + «03*3% + tf4(aU*S#l + «12*2*l + «x 3*3*2)

+ x\{a%1x\x\ + «22*2*3 + <*23*3*l) + *4(41*1*2*3

+ «42*2*3*1 + «43*3*1*2) + *(«51*1*2 + «52*2*3

+ «53*3*l) + *4 («61*1* 3 + «62*2*1 + «63*3*2)

-f (*1*2*3) 2 («1*1* 3 -| «2*2*1 "f" «3*3*2)

+ «4%" + «5*!*2*3*4 + «6(*!*2*3)2*4 + «7(*i*2*3)24 = 0 •

C'est cette équation que nous prendrons dorénavant pour
équation de la surface F. Rien de ce que nous avons obtenu
précédemment n'est changé.

4. Désignons par |L'| le système canonique de la surface 0
et par |L0| le système qui lui correspond sur F. Les courbes L0
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L. Godeaux. — Sur le système canonique d'une surface image

sont des courbes canoniques de F et puisque cette surface est

dépourvue de points multiples, elles sont découpées sur F par
des surfaces d'ordre sept.

Les courbes L' doivent rencontrer en n — 2 points une courbe
rationnelle de degré virtuel — n, par conséquent elles doivent
passer deux fois par le point 0{, une des tangentes appartenant
au plan projetant ra du point 0'lt l'autre appartenant au cône
projetant la conique aß du même point. Elles ont des comporte¬
ments analogues en O2, O3.

Les courbes L0 doivent passer une lois par le point (a, 1, 1)

et par le point (ß , 4), par conséquent elles passent une fois pai
le point (a, 1), une fois par les points (ß, 3), ..., (ß, 1) et trois fois
par le point Ox. Elles ont des comportements analogues en 02, 03.

L'équation des surfaces découpant sur F les courbes L0
s'obtient facilement en utilisant le procédé donné plus haut.
On trouve

Kxixl + Kxtxl + K%lxl + xl(Kxixn + hxlxi + hxlx%)

+ X7x\ + Xxxsxt + XxXsYXi = 0. (1)

On en conclut que le genre géométrique de 0 est pg — 9.
De plus, la surface F étant régulière, il en est de même de la
surface 0 et le genre arithmétique de celle-ci est pa = 9.

Le degré du système
|
L0

|
est

donc le genre linéaire de 0 est p,[x) = 39.
Nous allons vérifier le comportement des courbes L0 en Ox

en utilisant les transformations quadratiques

En appliquant la première, on fait correspondre au point
infiniment voisin de Ox sur la droite 0j03, le nouveau point
(1, 0, 0, 0) et en appliquant la seconde, on fait correspondre
au point infiniment voisin de Ox sur OjP4, le nouveau point
(!, 0, 0, 0). Par conséquent, si l'on effectue Tj, on fait corres

pw - 1 -3.15 = 49.11 -3.15,
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d'une involution appartenant à une surface du onzième ordre

pondre au point (a, 7) le point (1, 0, 0, 0). L'opération
fait apparaître le point (a, 1, 1) et l'opération le point (ß, 4).

Effectuons l'opération TjT2 sur l'équation de F et sur celle

des surfaces (1). En n'écrivant que les termes qui nous sont
nécessaires, on a

01*1% + ••• + alxxfxlx\ + ... = 0,

*f(A3*3 + *4*4) + ... = 0.

On trouve que la transformée de la courbe L0 passe simplement
par le point (1, 0, 0, 0) ou (a, 1, 1) en y touchant la droite

*2 = 0, À3* 3 + A4%4 = 0.

Effectuons maintenant sur les mêmes surfaces l'opération Tf,
c'est-à-dire

{x\ x2xl xzx\ x%x*) ;

nous obtenons

a01x{°x2 + ... + alxxfx\xl + ... = 0,

xf{Xix.i + A7#4) + ... = 0.

La transformée de la courbe L0 passe donc simplement par
le point (1, 0, 0, 0) ou (ß , 4) en y touchant la droite

x% = 0, A4#3 + A7#4 = 0.

5. Nous allons maintenant prendre pour système
|

C0
1

le
système découpé sur F par les surfaces d'ordre treize trans¬
formées en elles-mêmes par H et ne passant pas par les points
unis de l'homographie. L'équation de cette surface, en appliquant
le procédé donné plus haut, est

A Ol-*']3 H 02%23 + 0 + A 04-4 KlXlXtX2 3

H 033-2-1 + 4(11-1-2 + Ai 22-3 H Ai3%3%i)

+ £{ KoXÎ°xz + Xnxl°x3 + Aagi) + (%*2*3tf4)2(A2iA2

+ X!2ix\xz + Aaai) + (Arf3 + A32*i*? + A33)
-f X1X2X3X(\slXiX2 -f A32'2-*'3 ~f" XßßXßXf) -( X1X2X3XÀ51XiX3

+ KoAx1 + A532) + xl{\xx\x\ + X62x\x\ + A63%3)

~t~ xi{-sixix 3 XS2x2Xi Xäsxzx2) = 0.

Sciences. — 1961. — 805 — 53



L. Godeaux. — Sur le système canonique d'une surface image

Nous continuerons à désigner par 0 la surface dont les sections
hyperplanes correspondent aux nouvelles courbes C0 qui viennent
d'être définies. Nous devons cependant nous limiter aux surfaces
qui ne contiennent pas F. Il suffit pour cela de supprimer dans
l'équation précédente les termes contenant x4 à une puissance
supérieure ou égale à 13, c'est-à-dire actuellement le terme
en xf (À04 = 0).

La surface 0 appartient à un espace S29 à 29 dimensions,
dans lequel elle est normale. Elle est d'ordre 13.11 = 143.

6. Une courbe L0 rencontre une courbe C0 en 13.11.7 points,
donc sur la surface 0, les courbes L' sont d'ordre 77.

Appelons a'a, r'a, a'ß les courbes rationnelles équivalentes
au point de diramation (X, a"a, Ta) a'ß celles qui sont équiva¬
lentes au point O2, (j'a, r'a, o"ß celles qui sont équivalentes au point
O3. Nous avons une relation de la forme

7-T == 13L' + A '0(j'a -f + XtfTß + A0o-a + ... -f~ A2ct.

Exprimons que les courbes L' rencontrent en un point chacune

des courbes r'a, a'ß mais ne rencontrent pas la courbe a'a. On a

a; - 2AÓ = 0, 13 + K - 3A2 + a; = 0,

13 + Ai - 3Aa = 0,

d'où AÓ = 4, Ai = 8, Ag = 7. On obtient des résultats analogues
pour les A", A'" et si nous posons

V / I n , yi , n . m
= ~T~ ~T~ &a> ~T~ ~a "T" ''"a y

V* t \ H \ M

= ctj8 "I °j8 "T

nous avons

ir = 13L' + 4Zaa + 8Zra + lZaß. (1)

Comme vérification, on trouve bien que le degré de |L'| est
p'ix) _ 1 == 38.

7. Désignons par K0 la section de F par le plan x4 = 0 et par
K'0 la courbe qui lui correspond sur 0. Cette courbe K„ est
d'ordre onze.
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d'une involution appartenant à une surface du onzième ordre

La courbe K0 passe simplement par les points Ox, Oa, 03
en y touchant respectivement les droites 0X03, 0201} 0302. Sur
cette courbe, le point Ox par exemple est l'origine d'une branche
linéaire et la courbe passe par conséquent par les points (a, 1)

(a, 2), (a, 7). Elle a des comportements analogues en Oa, 03.
Il en résulte que la courbe KÓ rencontre en un point chacune
des courbes a'a, a"a> o-™ mais ne rencontre pas les autres compo¬
santes des points 0'2, 03. On a donc une relation fonc¬
tionnelle

r 13KJ + SUaa + S2jTa + Haß. (II)

La courbe K0 est de genre 45, par conséquent, en utilisant
la formule de Zeuthen, la courbe K' a le genre trois.

D'autre part, on a

[r, Kfl = 11 = 13 [Kt Kfl + 3.8,

d'où [KÓ, KÓ] = — 1. La courbe K(, est de degré virtuel — 1.

8. La surface

3 + = 0 (2)

est transformée en soi par l'homographie H ; elle coupe F suivant
une courbe K engendrant un faisceau linéaire |K|. A ces courbes
correspondent sur 0 des courbes K' d'ordre 33.

Nous allons voir que les courbes K ont un point triple en Oj
et passent deux fois par le point (a, 1), une fois par le point
(a, 1, 1) et par les points (a, 2), (a, 3), ..., (a, 7).

Appliquons à la surface (2) la transformation T, nous
obtenons

xfx2 + Xx3xl = 0.

D'autre part, la transformée de la surface F est

axxi°#2 + ••• + axxlxl + ... =0.

La transformée de la courbe K appartient à la surface

— a01xl7Xxs + axfxi + ... =0.
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L. Godeaux. — Sur le système canonique d'une surface image

Cette transformée passe donc simplement par le point (1, 0, 0, 0)

ou (a, 1, 1), en y touchant la droite

x% = 0, aQiXx a-x = 0.

Effectuons maintenant sur la surface F et la surface (2) la
transformation TJ, c'est-à-dire la transformation

(1 x[x 3 #34)

de manière à mettre en évidence le point (a, 7). Nous trouvons
respectivement

«o*i°*2 + ••• + «03*ï8*3 + + ••• = 0,

x\5x2 -f Xx\3xl = 0.

La transformée de la courbe K appartient à la surface

aQXxfxx\ + ... + xl*(a0Zx3 + alxx) + ... = 0.

On en conclut que cette transformée passe simplement par
le point (1, 0, 0, 0) ou (a, 7) en y touchant la droite

X% — 0, #033 H 104 = 0,

qui reste fixe lorsque À varie.
Les courbes K passent simplement par les points (a, 1, 1) et

(a, 7), donc elles passent simplement par les points (a, 6), . . (a, 2),
deux fois par le point (a, 1) et enfin trois fois par le point Ox.

Il en résulte que les courbes K' rencontrent en un point chacune
des courbes a'a, a"a, crma et chacune des courbes r'a, r"a, rma, ces trois
derniers points étant fixes.

Les courbes K sont de genre 3-45 -f 3 • 11 - 2 — 3 4 = 154,

donc d'après la formule de Zeuthen, les courbes K'sont de genre
neuf.

Les courbes K satisfont à la relation fonctionnelle

3r = 13K' + ÌÌZoa + 92ra -f 3Zaß. (III)

On vérifie que le système |K'| est bien de degré trois, les

points-base appartenant un à chacun des courbes a'a, a"a, a"a.
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d'une involution appartenant à une surface du onzième ordre

9. En comparant les relations fonctionnelles (I), (II), (III),
on voit que l'on a

IT = 13(K; + 2K') + 302aa + 2127ra + 72700.

On en conclut

L' = Kó + 2K' + 227(Ta + 27ra.

Dans le système canonique de la surface 0, de genres p„ = pg

= 9, on a une double in finité de courbes comprenant comme parties
fixes une courbe KÓ de genre trois et de degré virtuel — 1, les

courbes rationnelles a'a, a"a, a'a de degré virtuel — 2 comptées

chacune deux fois et r'a, r"a, Ta de degré virtuel — 3, et comme

parties variables deux courbes d'un faisceau |K'| de genre neuf
et de degré trois, les trois points-base appartenant un à chacune

des courbes a'a, o£, o£.

En rapportant projectivement les courbes canoniques L' aux
hyperplans d'un espace linéaire S8 à huit dimensions, on obtient
comme modèle projectif de la surface 0 une surface projective¬
ment canonique d'ordre 38, contenant :

trois droites r'a, r"a, de degré virtuel — 3,

trois droites a'ß, a"ß de degré virtuel — 3, chacune de ces
droites rencontrant la droite ra de même indice en un point,

une courbe d'ordre cinq, de genre trois, et de degré vir¬
tuel — 1,

un faisceau de courbes |K'| de genre neui et de degré trois.

La surface possède trois points doubles coniques respective¬
ment équivalents aux courbes rationnelles de degré virtuel — 2,

f U >"

°a> °a> °a

Les hyperplans passant par la courbe et par les droites
r'a> T'a> T'a du modèle projectivement canonique de la
surface 0 découpent sur cette surface des couples de courbes K'.
On en conclut que la courbe K„ appartient à un plan. Celui-ci
passe par les trois points doubles de la surlace.

Les courbes K' passent également par ces trois points doubles.

10. Terminons par une remarque. Entre le genre arithmétique
pa d'une surface et celui p'a de la surface image d'une involution
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L. Godeaux. — Sur le système canonique d'une surface image etc.

cyclique d'ordre premier appartenant à la première surface et
n'ayant qu'un nombre fini de points unis, on a une relation

+ 1) = 12HK + 1) + X,

X provenant de la présence de points unis.
Actuellement, on a pa = 120, p'a = 9 et si on désigne par N

l'influence de chacun des points 01; 02, 03, qui sont de même
structure, il vient

12 • 121 = 12 . 13 • 10 + 3N,

d'où N = 36.

Liège, le 19 juillet 1961.
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