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GEOMETRILE ALGEBRIQUR

Sur le systéme canonigque
d’une surface image d’une involution
appartenant a une surface duonziéme ordre,

par L. GODEATUX,

Moembre de D'Académie,

Résumé, — Construction du systéme canonique d'une surface de
genres p, — p, — 9, image d’'une involution d’ordre treize, appartenant
a une surface du onziéme ordre, possédant trois points unis de méme
structure. Dans le systéme canonique se trouvent une double infinite
de courbes dégénérées en une courbe fixe, de genre trois et de degré
virtuel —1, en deux courbes variables d’un faisceau de degré trois ct de
genre neuf, ¢t en six courbes rationnelles, trois de degré virtuel —2
comptées deux fois, trois de degré virtuel —3.

ILa question étudide dans ce travail est une application de
la théorie des involutions cvcliques d’ordre premier, n'ayant
qu'un nombre fini de points unis, appartcnant & unc surface
algébrique (1). Nous considérons sur unc surface du onziéme ordre,
F, une involution cyclique I d’ordre treize, possédant trois points
unis que nous démontrons ¢tre de méme structure. Sur la surface
@, image de linvolution, chacun des points de diramation est
équivalent i trois courbes rationnclles, une de degré virtuel — 2,
les autres de degré virtuel — 3. Nous construisons le systeme
canonique de la surface @, qui est de genres p, = p, = 9. Dans

(" Les inwolntions eveligues appartenant o wne suvface algdbriyie. AcT. SCIENT.
nt 270 (Paris, Hermann, 1935). Mémoive sui Tes surfaces ynpdtiples (dMém. in-8¢
de UAcad. rov. de Belgique, 1852). Les singularvitds des points de diramation
tsolds des surfaces wudtiples (Deuxicime Colloque de Géomdtrie algébrique da
C. 8. 1L ML, Lidge, 1952, pp. 225-2211. La (hdorie des involufions cyoliqgues appar-
tenant ¢ une surface algébrique (BUTL. DI LA 50C. ROY. DES SCIENCES DE LikGe,
1957, pp. 3-13). Construction du svstéme canenigue ' une surjace wivliiple {(BuLL.
DE L'Acan. Rov. DB Brrcioue, 1961, pp. 158-180}.
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L. Godeaux. — Suy le systéme canonique d’une surface vmage

ce systemc, et c’est ce qui fait & notre avis l'intérét de cette note,
1l y a une double infinité de courbes dégénérées en une courbe fixe
de genre trois et de degré virtuel — 1, en six des composantes
des points de diramation et en dcs couples de courbes variables
dans un faisceau de genre neuf et de degré trois.

Pour éviter des longueurs inutiles, nous conserverons les
notations du second mémoire cité plus haut sans en donner
a4 nouveau la définition.

1. Considérons la surface I¥ d’ordre onze, dont nous écrirons
provisoirement ’équation sous la forme

A X3%% - Asayw, + ayx3®r, + a0

et '’homographie H de période treize,

X, €X, etx, ebx,
H = ,
Xy Xq Xg x4

e étant une racine primitive d’ordre treize de I'unité.

L’homographic H transforme la surface I en soi ¢t engendre
sur celle-ci une involution I possédant trois points unis: les
sommets (1, 0, 0, 0}, (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) du tétraédre de réfé-
rence situés dans le plan x, = 0.

Nous démontrerons tout d’abord que ces trois points unis
ont méme structurc. On sait que ceclle-c1, lorsque le point uni
est de scconde espéce, est déterminde par un nombre « tel que
dans le domaine du premier ordre d'un point uni, ’homographie
H détermine une homographie binaire A7 p' = €A e%pu.

Dans le plan tangent x, = 0 au point O, a F, H détermine
I’homographie

(:‘51 € 4)63 66:64) .
S1l'on pose n = €%, on a & = 3% donc a = 8.
Dans le plan tangent x; = 0 &4 I en O,, H détermine 'homo-
graphie
(x, ex, e5x,) ou (e'2x, x5 €3x,).

En posant n = ¢!, on a ¢® = 7%, donc a = &.
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d’ine involution appartenant a une suyface du onziéme ovdre

Enfin, dans le plan tangent x, = 0 en O, a IY, H détermine
I’homographie

(€xa, €?xs, €8x,) ot (e'%%,, x4,  €2x,).

En posant 5 = €, on a n® = ¢ donc encorc o = 8.

2. Nous déterminerons ensuite la structure du point O,. En
posant n = €%, on a n® = ¢! et 'homographie H détermine dans
le domainc du premier ordre de O, une homographie qui peut
également étre représentée par

Al = mPAu,

ot 'on pose f8-==05.

Considérons sur F un systéme linéaire [C}, privé de points-base,
transformé en soi par H et contenant treize systémes lindaires
partiels appartenant a 'involution I dont 'un, |G, |, est dépourvu
de points-base.

Cherchons les solutions en nombres entiers positifs des con-
gruences

A+ ap = A -+ Bu =0, w4+ BA=p + 52 =0, (moed. 13).

Nous trouvons les solutions suivantes :

A =2, pp=3; Aa=05, po=1; A, =1, py; = 8;
Ay =4, uy=0; Ay =7, ps=4%; Ay = 10, ug = 2.
Nous avons
Ay + oapy o= 213, py + BA = 13,

donc le point Oy est un point uni de seconde espéce ct de deuxieme
catégoric.

Les courbes C,, c’est-a-dire les courbes C, passant par O,
ont cn ce point la multiplicité cinq et passent deux fois par le
point (a, 1), une fois par les points (a, 2}, (a, 3), ..., (a, 7), une fois
par le point (a, 1, 1), deux fois par les points (8, 1}, ..., (8, 4).
Le point (a, 1) se trouve sur la droite O,0; et le point (8, 1) sur
la droite 0O,0,. Les points (a, 7), (o, 1, 1) et (8, 4) sont unis de
premiere espece.
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L. Godeaux. — Sur le svsliéme canomque d'une surface tmage

S1 nous ddsignons par @ la surface image de linvolution I
dont les sections hyperplanes I correspondent aux courbes C,
et par @, la surface dont les sections hyperplanes I'" corres-
pondent aux courbes Cg, aux domaines des points (a, 7), (a, 1, 1),
(8, 1) correspondent respectivement sur @, unce droite g,, une
droite 7, ¢t une conique og. Le point de diramation O; qui
correspond sur @ au point uni O, est donc quadruple pour cette
surface. Comme @, peut étre considérée commnie la projection
de @ i partir de O sur un hyperplan, le cébne tangent a cette
derniere surface en Oy est la projection 4 partir de ce point
des courbes o, 7, et ag.

Appelons Cy les courbes € assujetties 4 toucher cn O,
unc droite distincte de 0,0, 0,0,. Les courbes C; passent
six fois par Oy, unc tois par les points {(a, 1), {(a, 2), ..., (a, 7),
quatre fois par (8, 1), une fois par (8, 2), ..., (8, 4), unc fois par
les points (8, 1, 1), (8, 1, 1, 1}, (8, 1, 1, 2}. Aux courbes Cg cor-
respondent sur @, les sections hyperplanes I'” passant par un
point commun aux courbes 7, et og. Si # cst U'ordre de @, &,
est d’ordre # — 4 et le degré effectif de | I'] étant # — 5, le point
commun aux courbes de ce systéme est simple pour @,. On en
conclut que le point de diramation O’ cst équivalent a trois
courbes rationnelles o., 74, og, de degrés wvirtuels respectifs
— 2, —3, —3.0n a

F:'TP!+UQ+TCL+UB-

I.a courbe r, rencontre chacune des courbes oy, og en un point,
mais ces deux dernieres courbes ne se rencontrent pas.

Bien que cela ne nous soit pas nécessaire pour la suite, nous
indiquerons le comportement en O, des courbes Cy, C{®, C, C§
ayant des multiplicités croissantes cn ce point.

Ies courbes Cy passent neut tois par O,, quatre fois par les
points {a, 1), (a, 1, 1) et une tois par (B, 1}, ..., (B, 4). LLes courbes
C{ passent dix fois par Oy, trois fois par («, 1), {a, 1, 1), trois fois
par (8, 1), une fois par (8,1, 1), (8,1,1, 1), (8, 1, 1, 2}. Les courbes
C{ passent onze fois par O,, deux fois par (a, 1}, {(a, 1, 1), deux
fois par (8, 1), (B, 1, 1), (8, 1, 2), une fois par (8, 1, 3), (B, 1, 3, 1).
Eufin les courbes Cf! passent douze fois par O,;, une fois par

(@, 1), (e, 1, 1), (2, 1), (B L, 1), ..., (B, 1, 9).
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d’une involution appavienant & une surface du onzidme ordre

3. Dans la suite de ce travail nous aurons plusicurs fois a
considérer des systémes linéaires de courbes appartenant a
Finvolution I et se comportant d'une maniére symétrique vis-a-vis
des points unis O, O,, O,. Nous rechercherons 1’équation des
surfaces découpant sur F ces systemes de courbes de la manicre
sulvante :

Si I'équation d'une telle surface supposée d’ordre s contient
le terme xpxpxipay~97%%  eclle contient aussi les termes
xptapalay il phiglyban—tefe . Cela implique les congruences

iy - ALy =3, + Al = i, 4 4y, (mod. 13)

c’est-a-dire, 2 et 7 ¢étant des entiers positifs,

— 34, + 131,

1y + 3ig = 4z, + 134, b4ig — 24,
d’olt
i, = 1, + & -+ 3, 1, =1t + 4k — L
On doit avoir
Pyt Fty =32, DR L2 <n, A4+ 3 <n

On détermine ainsi facilement I'équation des surfaces cherchées.
Le premier membre de 1'équation de la surtace F se reproduit
multipli¢ par e lorsque l'on effectue H. T.e procédé précédent
donne pour équation complete de F,
i) 10 10 - B2 B, 2 8,2
A1 %+ @oX3 Xy - @op¥a Xy T X4(@1 07155 4 @ypx5%] - @yX3%3)
' 2 7,2 7.2 7 02 3 S, a2
- xg(@n X1NE - @peXgXy b Aag¥a¥}) b X3(A XYY
5y a2 5, o2 1 4,3 1.3
+ @gaXa¥3Xy - Agus%i%) + X3(@5 %1% + @50Xa Xy
+ agyx3ed) - (e X1y 4 age¥a¥, - dga¥5¥s)
. 2 1 4 4
(%, %0%5)2(@107% 3 - @uX5¥) - Ay¥y%y)
5 2
+ @gxyt A X% a%5 - Ag(%,%5%05) 207 + an{x X y) = 0.
(est cette équation que nous prendrons dorénavant pour
équation de la surface F. Rien dec ce que nous avons obtenu
précédemment n'est changé.

4. Désignons par |L’| le systéme canonique de la surface @
et par |L,| le systétme qui lui correspond sur F. Les courbes L,
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L. Godeaux. — Sur le systéme canonigque d’une surface tmage

sont des-courbes canoniques dc¢ I et puisque cette surface est
dépourvue de points multiples, elles sont découpées sur I par
des surtaces d’ordre sept.

Les courbes L7 doivent rencontrer en # — 2 points une courbe
rationnelle de degré virtuel -- #, par conséquent elles doivent
passer deux fois par le point Oy, unc des tangentes appartenant
au plan projetant r, du point O;, 'autre appartenant au cdne
projetant la conique ¢g du méme point. Elles ont des comporte-
ments analogues en Oj, Oj.

Les courbes L, doivent passer une tfois par le point («, 1, 1)
et par le point (8, 4), par conséquent elles passent unc fois pax
le point (a, 1), une {ois par les points (8, 3), ..., (8, 1) et trois fois
par le point O;. Elles ont des comportements analogues en O,, O,.

L’équation des surfaces ddécoupant sur I' les courbes L,
s’obtient facilement en utilisant le procédé donné plus haut.
On trouve

4,3 4.3 4,3 2 4 4 4
Ax1xs + AgXaxs + Asxpa] + X3(Ax1% 5 + AgXaxy | Ag¥zky)

+ Asxg - AgXi¥akany b Ag(¥yxp%5)Rx = 0. (1)

On en conclut que le genre géométrique de @ est p, = 9.
De plus, 1a surface F étant réguliére, il en est de méme de la
surface @ et le genre arithmdétique de celle-ci est p, = 9.

Le degré du systéme |L, | est

P — 1 — 315 = 4911 - 3.15,

donc le genre linéaire de @ est p'W = 39.
Nous allons vérifier le comportement des courbes L, en O,
en utilisant les transformations quadratiques

X7 XpXy XXy XX XY NpXy Xa¥y X0y
T, = , Tg== .

Xy Xy Xy Xy X, Xy Xy Xy

En appliquant la prcmiere, on fait correspondre au point
infiniment voisin de O; sur la droite ();0,;, le nouveau point
(1, 0, 0, ) et en appliquant la scconde, on fait corrcspondre
au point infiniment voisin de O, sur 0,04 le nouveau point
(1, 0, 0, 0). Par conséquent, si 'on efiectuc Ti, on fait corres-
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d'une involulion apparienanti & une surjace du onzicme ovdre

pondre au point («, 7) le point (1, 0, 0, ). Lopération T,T,
fait apparaitre le point (a, 1, 1) et 'opération Tj; le point (8, 4).

Effectuons l'opération T,T, sur I'équation de T et sur celle
des surfaces (1). En n’écrivant que les termces qui nous sont
nécessaires, on a

30 3722
(lmxl :EZ _|_ [ -]I_ a]l:\’l X3A4 —‘l_ . — O,
-20 .
;t'l (0)\3.-153 + Ali.qb,;) —l_ “as =

On trouve que la transformdée de la courbe L, passe simplement
par le point (1, 0, 0, 0y ou («, 1, 1) en v touchant la droite

xg == (}, Az, + Ay, = 0.

Effectuons maintenant sur les mémes surfaces 'opération T3,
c’cst-a-dire

(8wl owed xbe
nons obtenons
.50 . 2 1
A xx, + o oaaadal - L. =0,

x%B(A4x:; + Asxg) -l- =

La transformde de la courbe L, passe donc simplement par
le point (1, 0, 0, 0) ou (B, 4) cn v touchant la droite

_1:2 == (), A4A’3 !' i)(7.1.l4 — 0.

5. Nous allons maintenant prendre pour systeme |Cql le
systeme découpdé sur I' par les surfaces d’ordre treize trans-
formées en elles-mémes par H et ne passant pas par les points
unis de 'homographic. I.'¢qunation de cette surface, en appliquant
le procédé donnd plus haut, est

13 13 13 13 ¢ 9.3, r 8.3
Agix1” = Ay’ - Apaxy® ci- AgaXyt - Agdiag¥s - Ag¥eXiX,

D LA, I v 7.5
© AggtaRe¥y + Xa{Apvyvg -

I 1

Apax] o Ay pXgad)

+ 23 (A0 ¥1%% + Anxa™x, 4 A0x57%) (X %X 5 2 (An 0%,
o Aty - Aag¥ay) = Np(Ap g - Aerexi 4 Agynad)
b XX N3 A XN - ALpiad - Agrand) + X xa i (As vy,
As2X3%; - Asy¥a¥s) -+ XA ¥1xp - Agaaxs + Ags¥3xd)

8 A 4, Ay
Fg(Agi X1 %3 - ApgXa¥y T Agy¥3¥,) == 0.

+ +

SclENCES, — 1961,

805 — 53



L. Godeaux. — Sur le systéme canonique d’ une suvface vmage

Nous continuerons a désigner par @ la surface dont les sections
hyperplanes correspondent aux nouvelles courbes Cy qui viennent
d’étre définies. Nous devons cependant nous limiter aux surfaces
qui ne contiennent pas F. Il suffit pour cela de suppruner dans
I'équation précédente les termes contenant x, a une puissance
supérieure ou égale & 13, c’est-a-dirc actuellement le terme
en x3t (Agy — 0).

La surface @ appartient 4 un espace S,y a 29 dimensions,
dans lequel clic ¢st normale. Elle est d'ordre 13.11 = 143.

6. Une courbe L, rencontre une courbe C, en 13.11.7 points,
donc sur la surface @, les courbes 1.7 sont d'ordre 77.

Appelons o, T, oé les courbes rationnelles ¢quivalentes
au point de diramation O3, o, 7o, crg celles qui sont dquiva-
lentes au point Oy, on, 74, 0a celles qui sont équivalentes au point
O,. Nous avons une relation de la forme

70 = 1317 + Xog - Mg + Xjop + Ao + ... A’;og.

Exprimons que les courbes L’ rencontrent en un point chacune

des courbes 7, O'Ié mais ne rencontrent pas la courbe o, On a

A 225 = 0, 13 4+ Ay — 3x; 4+ Ab =0,
13 =+ A, — 32 = 0,

d'olt X, = 4, A} = 8, A, == 7. On obticnt des résultats analogues
pour les A", A" ct si nous posons

rr

f o -. : 7 ur
Zga 2= 0q + Tq - 0y, 27—6: — Ta - Ta - Tar
S, = ap 4 op L op
B BB

nous avons

70 ABL + 420 A BZ7, + 720, (1)

Comme vérification, on trouve bien quc le degré de
p'U — 1 = 38,

) ‘ est

7. Désignons par K, la section de F par le plan x, == 0 et par
K la courbe qui luil correspond sur @. Cctte courbe K, est
d’ordre onze.
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d'une involution appartenant & une surface di onzicse ovdre
P

La courbe K, passe simplement par les points Q,, O, O,
en y touchant respectivement les droites O,Q,, 0,0,, 0,0, Sur
cette courbe, le point O, par exemple cst I'origine d'une branche
hinéaire et la courbe passe par conséquent par les points {(a, 1)
(a, 2), ..., {a, 7). Elle a des comportements analogues en O,, O,.
Il en résulte que la courbe Kj rencontre en un point chacune
des courbes o, a,, o, mais ne rencontre pas les autres compo-
santes des points O, Op O On a donc une relation fonc-
tionnelle

I = 13K{ + 82, = 357, + Zop. an

La courbe K, est de genrc 45, par conséquent, en utilisant
la formule de Zeuthen, Ia courbe K’ a le genre trois.
D’autre part, on a

[T, Ki] = 11 = 137K}, KJ] | 3.8,

d’ott [K{, Kg] = — 1. La courbe Kj est de degré virtuel —- 1.

8. La surface
;’le'fgflf;; ":' A%i = 0 (2)
est transformée en soi par 'homographie H ; elle coupe F suivant
urie courbe K engendrant un faisceau linéaire |K|. A ces courbes
correspondent sur @ des courbes K’ d’ordre 33,

Nous allens voir que les courbes K ont ua point triple en O,
et passent decux fois par le point (a, 1), unc tois par le point

-

(a, 1, 1) ct par les points {a, 2}, (a, 3}, ..., (a, 7).
Appliquons a la surface (2) la transformation T,T,, nous
obtenons

Bx, + Axyxd = 0.
D’autre part, la transformée de la surface I' est
ax%x, + oo agaialyad . =0,
La transformde de la courbe K appartient a la surface
— A XA, A+ ag x¥x, L = 0.
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L. Godeaux. - Sur le svstéime canoniqite d'ine siurface image

Cette transformdée passe donce simplement par le point (1, 0, 0, 0)
ou {e, 1, 1), en v touchant la droite

X, s 0, (EOI/\UC;; e Xy — 0.

Effectuons maintenant sur la surlface T et la surface (2) la
transiormation T7, ¢’est-a-dire la transformation

8 .47 7. o
(X1 wevy  oxpXy Agdy)

de manicre & mettre en é¢vidence le pomt {«, 7). Nous trouvons
respectivement

Apix, . @yl L oa By, 4 L = 0,

X1°x, 4+ Axgixd — 0.
La transiormcde ie la courbe K appartient a la surface

65,..11..3 | P8y - . - ' o
1A X5 b o 2 AT (@gaXy - A Ny) oo = 0
On en conclut que cette transformée passe simplement par
le point (1, 0, 0, 0) ou (a, 7) en y touchant la droite

x, = 0, Ay -1 AioXy = O,

qut reste fixe lorsque A varic.

Les courbes K passent simplement par les points {a, 1, 1) ct
(a, 7), donc clles passent simplement par les points {a, 6), ..., (a, 2),
deux fois par le point («, 1) ¢t enfin trois fois par le point O,.
I1 en résulte que les courbes K’ rencontrent en un point chacune
des courbes of, of, o ct chacunc des courbes 7., 7, T4, €S trois
dernicers points étant fixes.

Les courbes K sont de genre 3-40 - 3-11 —2—3-4 =104,
done d’apres Ia formule de Zeuthen, les courbes K’ sont de genre
neuf.

Les courbes K satisfont a la relation fonctionnelle

ar 13K + 1120, + 927, - :,3205. (I11)

On vérifie que le systeme IK’\ cst bien de degré trois, les
r

points-base appartenant un a chacun des courbes oy, o, o,.
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d'une Involulion apparienani a wne surface du onzidme ovdre

9. In comparant les rclations jonctionnelles (1), (1}, (TT1),
on voit que t'on a
70 0 13(Ky - 2K - 3020, -+ 218, — 72log.
On en conciut

L= K, + 2K+ 2%¢, — Zr,.

L]
Dans le systeme canonique de la surface D, de genres p, = p,
= 9, on a une double infinité de courbes comprenant comme parties
fixes w1ne convbe K§ de gewre trois eb de degvé wviriuel — 1, les

. " o .
corbes rationnelles o, o,, o, de degré virluel — 2 comptées
chacune deux fois et T, 7,, T, de degré viviuel — 3, e comme

parties vaviables deux courbes d'un faiscean [K'| de genve wneuf
et de degré trois, les trois points-base appartenant un a chacune
des courbes o, al, o,.

En rapportant projectivemernt les courhes canoniques 1.7 aux
hyperplans d'un espace hinéaire S¢ & huit dimensions, on obtient
comme modele projectif de Ja surface @ unc surface projective-

ment canonique d'ordre 38, contenant :

trois droites =, 7, 7., de degré virtuel — 3,
. - i " P - I
trois droites cé, ché, g de degré virtvel — 3, chacune de ces

droites rencontrant la droite 7, de méme indice cn un point,
unc courbe K d’ordre cing, de genrce trois, et de degré vir-
tuel -- 1,

un taiscean de courbes (K| de genre neur ¢t de degré trois.

La surface possede trois points doubles ronlques respective-

ment équivalents aux courbes rationnelics de degré virtuel — 2,
Tay Foy T

Les hvperplans passant par Ia courhbe Ky et par les droites
e Ta Tao du modeéle  profectivement  cancnique de  Ja
surface @ découpent sur cotte surface des couples de courbes K.
On en conclut aque la courbe Ky appartient & un plan. Celui-ci
passe par les trois poinis doubics de la surtace.

ILes courhes K'Y passent dgalement par ces trois points doubles,

10. Terminons par une remargue. Entre le genre arithmeétique
P, d’une surtace ot celut p, de la surface 1image d'une involution
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L. Godeaux. — Sur le systéme canonigue d'une surface vmage cic.

cyclique d’ordre premier appartenant a la premiére surface et
n'avant qu'un nombre fini de points unis, on a une relation

12(p, 4 1) = 12p(p2 4 1) + X,

X provenant de la présence de points unis.

Actuellement, on a ¢, = 120, 4, = 9 et si on désigne par N
I'influence de chacun des points O,;, O, Oy qui sont de méme
structure, il wvient

12121 = 12. 13- 10 4 3N,
d’'ou N = 36.

Liege, le 19 juillet 1961,
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