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Sur les surfaces dont une aréte du quadrilatere de Demoulin
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Résumé

On démontre que si une aréte du quadrilatére gauche de Demoulin attaché a une surface engendre une congruence W,
les asymptotiques des surfaces focales correspondent a celles de la surface.
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GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Sur les surfaces dont une aréte du quadrilatére
de Demoulin engendre une congruence W,

par Lucien GODEAUX,
Membre de "Acaddémic.

Réswmé. — On démontre que si une aréte du quadrilatére gauche

de Demoulin attaché a une surface engendre unc congruence W, les
asymptotiques des surfaces focales correspondent a celles de la surface.

On sait gue Venveloppe des quadriques de Lie attachées 4 une
surface (x) se compose dc cette surface et de quatrec nappes
engendrées par les sommets du quadrilatére gauche de Demou-
lin associé¢ a la surface, mais en général, les asymptotiques de ces
quatre nappes ne correspondent pas a celles de la surface (x).
Lorsque cette correspondance a lieu, lecs arétes du quadrilatére
de Demoulin cngendrent des congruences W. On peut se deman-
der s’il est possible qu'une aréte du quadrilatére de Demoulin
engendre une congruence W sans que les asymptotiques des
surfaces focales correspondent 4 celles de la surface (x). La
réponse est négative et s’établit d’ailleurs facilement, mais il
nous a paru qu'il convenait de le démontrer.

Nous utilisons dans cette note les notations d’un travail anté-
rieur () sans les définir & nouveau, pour ne pas allonger outre
mesure cette note.

Nous supposerons distincts les points caractéristiques de la
quadrique de Lic @, c’est-a-dire les sommets du quadrilatére de
Demoulin. On sait en effet que si les points caractéristiques en
question ne sont pas distincts, les quatre nappes de 'enveloppe
de @ distinctes de (x) ont pour asymptotiques celles, #, v, de la
surface (x). Le probleme envisagé ici ne sc pose pas.

(1) Surfaces dont les quadviques de Tde fouchent une on deux droiftes (BULLETIN DE
TSACANEVTE ROY. DE BELGIpUE, 1961), Pp. 733742}, Voir anssi notre exposeé sur
Fa théovie des surfaces et Uespace véglé, Act. scicnt., N° 138 {Paris, Hermann, 1934).
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L. Godeaux. — Surfaces dont unc aréle du gquadrilatirve

Les points caractéristiques de la quadrique de Lie sont
P =¢&nx —mm —En —y,
Po = Enx — ym + En — ¥,
Pa=E&nx + gm —&n —
Pa= Enx + gm + En — .

L’équation différentielle des asymplotiques de la surface (p,)
est (")

£(hy -+ n'%) (log. af)'du® + n(k; + &%) (log. bn)*'do?
+ [én (log. @£)* (log. bn)* + (A + ') (ky + &%) ()
— dabénldudv = 0.

Supposons que la droite p,p, engendre une congruence W,
Alors, 11 y a conservation des asymptotiques sur les nappes
focales (p,), (Ps) et I'équation (1) doit étre identique a celle des
asymptotiques de la surface (p,). Or, on passe de p, a p, en chan-
geant £ en -- &, donc I'équation ditférentielle des asymptotiques
de {p,) est

— &0 + 7*°) (log. af)*®du? + nlk, — &) (log. by)'dv*
+ [— &n (log. ag)!® (log. dn)* + (A + ™) (& — €°)  (2)
+ 4dabfn]dudv = 0

et cette équation doit étre identique a (1).
Par addition et soustraction des équations (1) ct (2), on trouve

nky (log.bn)dv? 4 &(h, + »'%dudv = 0,
E(hy -+ 7'0) (log. a&)1%du? 4+ 7n&o (log. bxn)"dv®
+ [£7 (log. a&) (log. bn)*t + £%(k, + %) — 4abénldudv = 0
et ces équations deivent étre identiques. On a donc

£(hy + 7*%) (log ag)!® = 0.

(2) Une faute d’impression s’est glissée dans la formule (1), p. 736, de la note
citée plus haul. Le dernier terine de la seconde ligne est — dab &y,

— M —



de Demoulin engendre une congruence W

£ ne peut étre nul, car alors les points p; et p, seraient con-
fondus, de méme que les points p,; et p,. On aurait d’ailleurs
(log. bn)*t = 0.

#ty -+ m1° ne peut étre nul, car on aurait
kaln + (log. bk,)%] = n(k, + %)
et si i + n© était nul, p, coinciderait avec p, et p, avec p,.

On a donc (log. a£)1® = 0, ce qui entraine (log. &) = 0. Ce
sont précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les asymptotiques soient conservées sur les cing nappes de
I'enveloppe des quadriques de Lie.

St une aréte du gquadrilatére gauche de Demoulin engendre une
congruence W, il v a conservation des asymptotigues sur les nappes
de Uenveloppe des quadviques de Lie de la surface.

Liége, le 1er novembre 1961.
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