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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les surfaces de genres arithmétique et géométrique
zéro dont le systéme bicanonique est irréductible,

par LucieNy GODEAUX,

Aembre de "Académie.

{ Quatridme communication).

Résumé. — Détermination complete des surfaces algébriques de
genres p, = p, = O possédant un svstéme bicanonique irréductible.

Dans les communications précédentes (), nous sommes arrive
au résultat suivant : Si une surface algébrique IF de genres p, —
$, =} possede un systéme bicanonique rréductible, de dimen-
sion P, — 1 =2, elle contient deux systémes linéaires réguliers
|17, | T%| tels que si |Gyl |Gy, |Gy, ... sont les systémes trica-

nonique, tétracanonique, pentacanonique, ... de la surface, on a

>

(Col = |y + I, |G| =1 = Ty = i1 + I,
|Gy = | Iy + Ty

3oh s

11 restait & déterminer le systéme bicanonique de la surfacc.
Dans nos premieres communications, nous avions cru pouvoir
établir que I’} ¢tait une courbe isolée et que les courbes I, ¢talent
les adjointes a cette courbe, théoréme que nous avions ¢tabli dans

() BULLETIN DE L'ACAD, ROY. DE BELGIQUE, 1830, pp. 362-372 ; 1060, pp, 17-
82, 713-717. Voir aussi nos travaux Sulle superfreie algebyiche di geneve zevo con
e sisfetng bicanonrico frviducibile (AT DRL 51510 CONGRESSO DELL | NIONE
MarrEyarica [Tartaxa, Napoli, 1939, pp. A0O8-110Y ; Sier les suvfaces de genrs nul
possddant des conrbes bicanonigues vvéductibles (JOURNAL DE MATHEMATIQUES
PURES KT APPLIQUEERS, TU38, pp. 221-230); Quelgies réseltats sev les sirfaces
de yenrve =fvo possédant des cortvbes bleanoniques trvdductibles (Troisitme Collogue
de Géomdtrie algdbrique do C. I3 RAL tenu & Bruxelles en 1954, Louvain, 1960,
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L. Godeaux. —— Suy les suvfaces de gemves arvithmétique, ete.,

le cas P, = 3 par une autre méthode (1). Notre démonstration,
dans le cas P, 2 4, laissait subsister un doute et nous avons repris
la guestion. Nous ¢tablissons d’une maniere rigoureuse la pro-
priété précédente. D'une maniere précise, nous démontrons le

théoréme suivant :

St ume surface algébrique ¥ de genres p, == p, = 0 posséde un
systeme bicanonique irvéductible de dimension P, — 1 22, il
cxiste sur la surface une courbe 1solée 1" de genve P,, telle que les
svstemes bicanonique, tricanownique, tétracanonique, ... sotent

Col == 211, Gyl = I 17, |Cy] = |20

Cette surface est Uimage & une involution du second ordre privée
de points unis appartenant a une surface réguliéve possédant une
comrbe canonique isolée de genre 2Py — 1.

It est curieux de constater que ce théoréme ne s'appligque pas
aux cas ot Fona Py = 1 (& et P, = 2 (3 que nous avons déter-
minés antéricurement.

Alnsi sc trouve résolu un probléme posé depuis que Castel-
nuovo a <donné, en 1894, les conditions de rationnalité d’une
surface algébrique (p, = P, = 0) et dont on ne connaissait
jusqu’a présent que quelques solutions particulieres (*). Ajoutons
que des surfaces de genres p, = 4, =0, P, = 3, 4, ..., 7 ont été
construites récemment par M. Burniat, par des méthodes tota-
lement diftérentes (7).

. 3o
i

(" Suw les surfaces de genves Sivo bossidant v vésean de courbes bicanonigues
ivvéductib/es (BULLETIN DE L'Acap. roy. pe BELGIQULE, 1959, pp. 52-08, 188-198).

(2y Sur les surfuces algébrigques de genres arillmétique et gdomédlrigne nuds
passédant wne courbe bicanonigue effective (BULLETIN DE L"AcAD. ROY. 1Y BEL-
GIQUE, 1958, pp. 809-814) ; Sulle superficie i genere zevo ¢ di bigenerve uno (Bot.-
LETTING DELL UNtoN: MAaTeyaTicnr 1TaLtaNas, 1938, pp. 331-530).

(M Sur les surfaces de genves aniflonllique ef giomdélrigue wwls possédant un
faiscean de courbes hicanowiqires frrvddyctidles (BULLETIN DE I ACADEMIT ROV, DE
BriLcrouvg, 1958, pp. 738-7 19, WI12-944Y ; Sulle superficie di venere py == p, — U
con it fascio di cnrve bizanonicke riducibile [CoNvEGO DT GEOMETRIA ALGEBRICA
11 Taorxina, 18459, sous prosse).

(*1 Pour Ia bibliographic antéricure & 1931, voir notre opuscule sur Les suvfaces
ror ralionpelles de ponires avithniftique of géomdtrigue nuls, ACTUALITES SCIENT.
N 128 (Paris, Hermann, 1954).

1 Do Buwstar, Swrfuces algdbvigues vlgulicves de genre géomitrigue p, =
, 4 RBp, -i- 7 (Troistkve COLLOQUE DE
GEOMETRIE ALGERRIQUE pU C.BIRAMM. 1ExUC A Bruxerres ex 1959, Louvain,
1960},

0, 1,2, 5 ¢t de genve Hndaive p{ly = 23

E
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I.. Godeaux. - Sur les surfaces de genves arithnctique el

I. Soit F une surface algébrigque de genres p, = £, 0 possé-
dant un systéme bicanonique ‘Czj irréductible. Nous ddésignerons
par @ le genre lindaire ™" de la surface. Le svsteme Gyt a la
dimension - 1 ¢t on a Py = #. Nous supposcrons w "= 2.

Nous avons démontré dans les notes précédentes qu’il existe
Iy, irré-

sur la surface Fodeux systémes lindares réguliers |17
ductibles, tels que sil’on désigne par <Cy., [Cyl |Gy o0 Jes systémes
tricanonique, tétracanonique, pentacanonique, ... de la surlace,

amn oA

TURNERT SRR SN RTCRNY SR (S N

i(‘._,.)'_ = |F1 -+ F£|,

Nous désignerons par s7,, =, 7, les degré, genre et dimension du
systeme Iy et par n,, my, 7y les caracteres analogues de Ty
Nous supposerons o, - 7.

Rappelons tout d'aberd les réaultats obtenus dans Ta seconde
communication.

Le nombre des points d'interscction d’'une courbe /7 et d'unce
courbe I, est néeessairement pair. Nous le représenterons par 2sn.

Nous avons

i, — My = Ao O - 1, (1)
oo Lt b 2n =G 1) (2)

Drautre part. 17! et | Il étant réguliers, on a

vy ==y, — (mp - 1Y, vy, = 0, {7ro 13,
d’olr
iy may — L, gy oy, — 1
¥, vy = 20 = 3w - 1) (3)
Nous avons les relations
21, + 1 = 3w, - 1), 2wy, + w == 3(ms — 1). (4)

— 1120 —



géometrique zéro dont le svstéme bicanonigue est irréductible

Les courbes tricanontques Cy découpent sur les courbes 17, T,
des sérics lindadres complétes non spécelales

,2;. e T I‘Zn S Ha— T
S 2 ’ S2n =Ny

Les courbes 17, I, découpent sur une courbe C, des séries

lincaires complétes dlindices de  spécialité  respectifs », -1 1
7y -+ 1,
noomy—1—8{m--11— 7y p—a 1 8w 1 "
gn-ﬂ':-l ' g??--‘?}'-gfl \

(On a denc

Vi o= omy — 1 = 3m — 1) = 7,
)

;,2 ) _} T I — .3(77 — ]J T ?’1.

2. Nous allons établir quelques inégalités déduites dex pro-
pri¢tés  précddentes.
Des relations (4), on tire

w, -1 — 1= 2¢,, T, — 1 — 5 = 2w, (63)
done # "=, -1, nw Tw, — L

Le degré ny, de I')| ne peut étre supéricur ou égal a 2, 2,
sans quoi la surface T serait rationnelle ou, dans le cas de Iégalitd,
aurait une courbe bicanonique d'ordre zéro (P, — 1 au licu de
P, =13). Cela ¢tant, on a

1, - 2, 2, Ity - (771 I P 1, Yy 0 Ty !,
et de méme, v, - om, - 1L
Nous avons supposé 7, < m,. Les relations (%) donnent

2(my, — n4) = 3wy 74),

d'onr j, 2o
linfin, les relations (6) donnent

2{7, ¥y} == 17y Ty,
d'olt », =¥,
IEn résumé, on a
vy <m — 1 Sng, v, <m - L,
Vi o ¥e, Fy 7L g, Ty e T, 92 Lary o |

—- 1121 -



L. Godeaux. — Sur les surfaces de genres avithmélique et

Les relations (6) donnent

¥ - ¥y =1 — my— L — 3(w — 1),
d’ou
w4y — 1 =3 — 1) w4 om, — 1. (7)
3. Les courbes (¢, donnent sur une courbe /7 une série linéaire
compléte non spéeiale d’ordre n, + 2n et de dimension 2,  2#
- ‘?Tl.

Les courbes C; passant par un groupe de cctte série forment
une série complete d’ordre 2x ct de dimension

A Ay Ty 2n (my — 1)
2y g oy o -1 =y

On en conclut que les courbes I, découpent, sur une courbe 17,
une séric compléte,

Si cette séric n'est pas spéciale, on a 7y = 21 — {7 - 1) et,
puisque vy, ¥, 21 =,

Sila série est spéciale, l'indice de spécialité 1 est donné par

22 (my — 1) 41 = »,.

On a 1 Zn, 2.

4. Considérons maintenant la série découpée par les courbes
I sur C,, série compléte puisque C, == Iy + I

[’ordre de cette série, en tenant compte de la relation (2) est
2w — 1) 4 n 7 - L

Les courbes C,; découpent sur une courbe I, une séric compléte
d'ordre 21 — 2(m, — 1) certainement non spéciale et par consé-
quent de dimension 2# - 7, - 2. La dimension dn systéme
des courbes C, contenant une courbe [, est, en tenant compte
de la relation (2),

G — 1) — 21 - (my ) oy L

— II22 —



géomélrique zévo dont le systéme bicanonique est irréduclzble

Puisqu'une courbe I ne peut contenir une courbe I7), la
dimension de [I7] est 7, — 1 ¢t les courbes I} découpent, sur
une courbe C,, unc série complete.

Si la série découpde sur une courbe C, par les courbes I est

non spéciale, on a
20 - 1) —n + m, I =37 -1 -1 == — 1,
c’est-a-dire # = . S1 au contraire la séric est spéciale et si son

indice de spécialité est 4, on a i =7 — »n, donc n =7 - 1.

Sur une

5. La série caractéristique 1(62, C.z)‘ du svysteme |C,
courbe C, est certainement non spéciale puisque p, = 0. Elle
est d’ordre 4(w - 1) et sa dimension est égale a = — 2.

Considérons sur la courbe C, une séric d’ordre 4(m — 1) dis-
tincte de la série caractéristique ct soit 7 son indice de spécialité.
Les séries de cette nature sont en nombre 37— ¢t par consé-
gquent les groupes de 4(m - 1) points de ces séries dépendent de
3w — 1}y + 7= — 2 4 ¢« parametres. D'autre part, les groupes de

4{(m — 1) points de C, sont ¢n nombre =#7-1 ¢t on doit donc
avoir

Hr D+ — 24+ =47 - 1),
d'olt ¢ = 1.

Cela étant, considérons sur -(:; une série gf{(;f_ll spéciale. Les
groupes de la série canonique de C, contenant les groupes de la
série considérée sont complétés par des groupes de 2(w — 1)
points. Mais puisque lI'indice de spécialité de la série est ¢ = [,
ces groupes sont réunis en un seul, dont l'indice de spécialité est

LR

6. Considcérons les groupes (C,, Iy} de n -+ 7, - 1 points.
Sur une courbe I, ces groupes forment une série qui peut étre
spéciale pmisque 7 + =, - | -7 2{7; — 1). Soit 7 son indice de

spécialité. Par un groupe (I7,, ;) passent donc <ci—! courbes
I',. Considérons maintenant un de ces groupes sur unc courbe
C,. Il y a donc =/ ! courbes I passant par un groupe (C,, 7))
et coupant encore €, suivant oo’ ' groupcs dec 2(» — 1) points,

— 1123 —



formant une séric linéaire. Nous venons de veir que cette série
se réduit a un seul groupe, donc on a § - 1.

Par un groupe (C,, Iy} passe donc unc conrbe I et les courbes
Cy découpent sur une courbe Iy une série dordre n | =, - 1
et de dimension » puisque j = 1. La série découpée par les courbes
C, est compléte. Une courbe €, détermine un groupce de cette
séric et par ce groupe passe unc scule courbe I'l. Les systémes

%Cg‘ et ‘F{ ayant respectivement les dimensions = — 1 et =, - |,
O o 7 27,
Onan "7, —1 7 -1 donc n «iw — 1,
noba, — 1 2w - 1), (%)

La secondc partie de la double indgalité (7) est donc vérifiée.
De la premicre des relations (5), on déduit

vo ¥y o — 1 )
La seconde des relations (3) donne alors

1oy - 1 Al — 1), (10)

7. Remarquons gqae l'on a # 27 — 1, done la sériec découpée
par lcs courbes I sur une courbe C, est spéciale, car dans le
cas opposé¢, on aurait # =

D’ailleurs, sur une courbe C,, Ic groupe (17, 62), d’ordre

2o — 1) + n + 7=, I« 4l — 1),

appartient au moins a un groupe ( de 4(w -— 1)} points. Si le

groupe G appartenait a la série caractéristique, 1] passerait par

le groupe ({7, Cy) an moins ¢! courbes C, et 1'une d'elles con-
1 2 2

o

tiendrait la courbe {7, comme partie. On aurait alors
C, = I, — H, Co=I7+H—-C, | I'+ H

et la courbe 7, + H scrait une courbe canonique de la surface,
contrairement a ’hypothese p, = 0.

Les groupes G sont donce spéciaux et la série découpée par les
courbes ') sur une courbe (, est spéciale.

8. Considérons la séric |(I, ()| découpée par les courbes I

sur une courbe C, de
gu'elle est d'ordre

C,!. En utilisant la relation (2), on trouve

— 1124 —



géométrique zévo donl le systéme bicanonigue est tyrvéductible

A B R A L !

an moins égal a Bz - 1) en vertu de indgalité (10),

St cette sdéric n'est pas spéaiale, elle a d'une part la dimension
7, — | ct d'autre part la dimension

oy Il — (r — 1) I

On en déduit # = 7, ce qui est impossible comme on vient de le
prouver. La série considérée ost donc spdéeiale et son ordre est
nécessaivement ti(m — 1) ; elle coincide avee la série canonique

de la courbe C, et a donc l'indice de spécialité un. On a

- oy 1 = 4(m — 1),

La dimension de cette séric est d'une part 3(x Iy et d'antre

part 7, -- 1. On a donc
Ty - | = :'5(77 = 1), H — 7 [

Nous avons trouvé n o, — 1 wm I, donc =, =& ct
I'inégalité (8) devient une dgalité.

Les courbes I', découpent sur une courbe 77y, de genre 7, = =7,
une séric Iindaire complete d'ordre 2r . 2(7x — 1), qui est soit
la série canonique, soit une séric paracanonique. Dans ce dernier
cas, sa dimension est v, = 2. Mais alors, Pinégalité (9) donne
¥, — — |, ce qui est absurde. La série considérée est donce la
série canonigue ¢t on a ¥, = 7 I, d’on », == 0. La courbe I,
est donc solée.

Des relations donnant #,, #,, on déduit n, == 7 — 1|, #,

4 (»w — 1).
En résumé, nous avons
14 a -1, & a, vy - O = ow o
iy = Am — 1), my = 3w Ly + 1wy == i,

Nous venons de voir que les courbes 17, découpent sur la courbe
'} la série canonique. De plus, les courbes O, découpent sur la
courbe [7, unc série d'indice de spécialité un, d'ordre n + -,
— 1 = 2= --- 1), c’est-a-dire la série canoniquc.

Les courbes I, I, et €, déeoupent sur la courbe ') la série
canoniquc compléte,

-
—
[ ]
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L. Godeaux. - Sur les surfaces de gemres avithmélique el

4. Observons en premier leu que le systéme Gyl ne peut
' ‘F‘.’l}

Si Pon avait en effet C, = I}, on aurait

C, T ¢, + I,

coincider avec un des systémes |F{

ot I', serait une courbe canonique de F contrairement a 'hypo-
these p, = 0.
De méme, s1 on avait ¢, == I, on aurait

C, =TI, =D, + 1, - I, =T,

et de nouvcau p, -0, contrairement & hypotheése.

9

Considérons un groupe canonique ( de la courbe [, Par G
passe une courbe I, une courbe I, et unce courbe C;, donc sur
la courbe €y, les courbes des systémes 17|, |1, déterminent la
méme série lindaire spéciale. Lorsque G varie sur I, les courbes
Iy, T, C, varient et on en conclut que quel que soit C,, les séries
(I, C). UT,, C)] coincident.

Deux courbes I, TNy déterminant sur les courbes du systéme

'y des groupes équivalents, il résulte d’un théoreme de M. Se-
VERI {1) que ces courbes sont équivalentes. En d'autres termes, les

systemes |Ih|, |1, coincident et on a

r,=1TI, C,=T,: I, ¢, 2I,

On observera que la série caractéristique d’'une courbe C,
étant non spéeiale, sur une courbe €, déterminée, les autres
courbes C, et les courbes I} découpent des séries distinctes, ce
qui confirme que {Cyl ne peut coincider avee [I7] (ni avec |I3)).

10. 11 nous reste A déterminer le systéme bicanonique {C,j
de la surface.

Nous avons

et par conséquent

Cy =TIy 4 Iy, Cy Iy I 2 + C,.

(1 . 8SevERL { teorema & T hel sulle superficie algebriche (ANNALT DI MATEMA-
Tren, 30 sdeie, tome NI pp. 33-79). Voir N7 6.

— 1120 —



eomélrigie zérvo dont le systeme bicanonigue est 1rvéduciible
: ¥

On a C, = 2C,, donc
‘C'2| = |2F1‘-

Il existe donc sur la surface F une courbe 17, isolée dont le
‘double est une courbe bicanonique, bien qu’elle ne soit pas une
courbe canonique, puisqu’elle n’appartient pas a son adjoint.
Les courbes 2I', découpent d’ailleurs sur la courbe Iy une séric
paracanonique gor 2.

Nous avons montré, a la fin de notre premiere communication,
que cette surface est I'inage d’une involution du second ordre,
privée de points unis, appartenant a une surface réguliere F'
possédant unc scule courbe canonique de genre 2(x - 1) = 1.
S1 'on désigne par K, K,, K, les courbes qui correspondent sur
la surface IV respectivement aux courbes Iy, I}, C,, la courbe K
est la courbe canoniquc de F”, les courbes K, K, appartiennent
au systeme bicanonique de I, adjoint A la courbe K, les systemes
particls \Klr | K;| étant composés au moyen de l'involution du
second ordrc.

Licge, le 4 décembre 1961.
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