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GEOMETRILE ALGEBRIQUE

Relations entre les invariants de deux surfaces algébriques
liées par une correspondance rationnelle,

par LrvciEn GODEAUX,
Membre de 1'Académie,

Résumé. — On considere, sur une surface algénrique F, une invo-
lution cyclique d’ordre premier impair, n'ayant qu’'un nombre fini de
points unis. On établit les relations qui existent entre les invariants de
Zeuthen-Segre, les genres linéaires et les genres arithmétiques de la
surface F et de la surface image de I'involution dans certains cas ; on
indique un procédé¢ permettant d’arriver au cas général.

Dans un travail déja ancien (), M. Severi a établi les relations
liant les invariants de Zecuthen-Segre, les genres linéaires et les
genres arithmétiques de deux surfaces algébriques I, I, lides par
une correspondance algébrique (x, #'}). Nous avons rencontré le
méme prebleme plus tard dans 1'étude des mvolutions cycliques
appartenant a unc surface algébrique et n’ayant qu’un nombre
fini de points unis, lorsque ' == 1 (2}, Dans lec mémoire de M.
Severi, en nous limitant également au cas #' == [, I'involution
d’ordre » existant sur la surface F est supposée posséder des
courbes unies. e cas ou l'involution nc poss¢de que des points
unis isolés pourrait se ramencr & celul de M. Severi en rempla-
cant la surface I7 par une surface sur laquelle les points unis

(VY Sulle relazioni che legano & cavalleri invariantt de due superfiete (i corvis-
pondenza algebrica (RENDICONTI DEL ISTITUTO LoMiarbpo, 193, pp. 195-511).

(*) Les wnvelutions eyveligues appavtenant & wne surface algébrigue. ACT. BCIENT.,
n° 270 (Pariz, Hermann, 1933). Mdwwoire sur les suviaces wrultiples (Mémoires
in-¥e de ' Académie rovale de Belgique, 1932). La théovie des tnvolutions cveligues
appartenant & wune surface algébrigue (IBULLETIN DE LA SOCIETE ROYALLE DES
ScrexcEs pDE LIEGE, 1957, pp. 3-14).
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Lucien Godeaux. — Relations entrve les (nvarianis

seratent remplaccs par des courbes exceptionnelles, mais cela
entraine des calculs laborieux. Nous avons préféré reprendre le
probleme  dircectement. Comme M. Severi, nous <¢tablissons
d’abord la relation entre les invariants de Zeuthen-Segre J, [ des
surfaces F, I, puis la relations entre les genres lindaires ply,
£ %) de ces surfaces. Ta relation classique de Noether

PO T =124, 49

nous permet ensuite d’obtenir la relation entre les geners arith-
métiques p,., P, de et F.

Pour é¢tablir la relation entre | ¢t |, on rencontre certaines
difficultés dues & Ja structure parfois compliquée des points unis
et des pomnts de diramation correspondarits sur la surface I+,
aussi dans cette note nous sommes-nous borné @ ce que nous
avons appelé des points unis de scconde espéce ot de premiere
catégorie. Voicl ce que nous entendons par la. Supposons que
nous prenions comme modeéle projectif de F' une surface normale
sur laquelle les points de diramation sont isolés. Un point de
diramation de sceconde espéce et de premieére catdgorie {corres-
pondant L un point uni analoguc) est mulfiple pour la surface
I’ et le cone tangent en ce point o la surface se scinde en deux
cones rationnels, alors que le ¢éne tangent en un point de dirama-
tion de seconde cspeee peut aussi se scinder en trois ou quatre
cones rationnels,

On peut cependant arriver par une vole détournée 2 des résul-
tats plus ¢tendus. Les structures des points unis et des points
de diramation correspondants sont indépendantes de la nature
de la surface I'. 51 Uon suppose que celle-ct est un plan dans
Iequel 'involution est engendrée par une homographie cycelique
non homologique, la surface [ est rationnelle. L’involution
possede trois points unis. Si deux de ceux-ci sont de premieére
catégorie, on peut en déduire Pinfluence du troisieme sur la rela-
tion lant les genres arithmdétiques des deux surfaces, puaisque
ceux-ci sont nuls. e résultat obtenu est valable pour toutes les
surfaces. (est ce que nous montrons sur un exemple 4 la fin de
cette note.

Nous n'avons pas considéré ici les points unis de premiére
espece, le résultat étant connu.

— 7 —



de deux surfaces algébriques lices pav wne corvespondance vationnelle

1. Soit I une surface algébrique contenant une involution
cyclique 1, d’ordre premier impalr $, n'ayant qu'un nombre fini
de points unis. Soit T la transformation birationnelle de F ea soi
génératrice de Vinvolotion. Nous désignerons par I'7 une surface
mmage do Uinvolution.

Rappelons quelques résultats que nous avons obtenus el qui
nous scront nécessaires dans la suite.

Sur la surface ¥, nous construisons un systéme linéaire |C |,
transformé en soi par T, contenant p svstemes linéaires partiels
appartenant 4 I'involution 1 dont 'un, |C,!, est dépourvu de
points-base. Aux courbes €, correspondent sur la surface F' des
courbes I formant un systéme linéaire complet. 51 # est le degré
de [ I'| ¢t = son genre, les courbes C ont le degré pn ct le genre
plm — l} -1,

Soient A un point uni de seconde cspece de 'imvolution 1 et
A le point de diramation correspondant sur & Dans le faisceau
des tangentes & la surface IFen A, T détermuine une homographie
que on peut représenter patv

ATl =t €A €%, Allu = 7;39\: ik, (1)

olt ¢ st unce racine primitive d'ordve $ de Tunité et o, 8 deux
entiers compris entre 1 et $ tels que of — 1 soit multiple de
P (p étant premier, 81 a est donné, ou peut en déduire B).

Les courbes () passant par A ot que nous appelerons Cg
acquicrent en ce point la multiphcité Ay - u, Ay et gy ¢tant deux
entiers positifs satisfaisant aux congrucnces

A ap == ), @i BA =0, (mod. p)

et tels que la somme Ay =- gy $0it mirimum.

’hemographie (13 posséde deux droites unies ct les courbes
C, ont A, tangentes en A confondues avec une de ces droites,
iy confonducs avee Pautre.

Nous avons classé Ies points unis de seconde espéce en trois
catégories suivant la valeur des nombres Ay -k oapy, gy 4 BA
gui sont multiples de 4. Nous ne constdérerons 11 que les points
de Ja premicre catégorie pour lesguels on a

Ay gy v Py g - B.)\l = p.
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fatcicn Godeaury, - Rilations entre les favariants

Dans ces conditions, si Pon pose
f) == {n '% !.1), (b - 0'.)
on a

fy=d, A = b, p — bR+ a,p = (k- 1)ab + a 4 b

Les courbes (g ont done actuellement la multiplicité a — b
en A, clles passent a fois par une suite de points {a, 1), (a, 2), ...,
(¢, @ - 1} mfiniment voisins successifs de A et b fois par une
suite de points (£, 1), (8, 2}, ..., (8, B -— 1) infiniment voisins
successifs de A. Le point (a, 1} est sur une des droites unics de
I'homographic (1), le point (8, 1} sur l'autre.

Les points (a, a -- 1), (B, B - 1) sont unis de premiére espéce
pour l'involution I. Aux domaines de ces points correspondent
respectivement sur IF° une courbe ¢, d’ordre a et une courbe
og d'ordre &, s¢ rencontrant en un seul point. La structure du
point de diramation A’ est constituée par & +- 2 courbes

0—0.) P]; PQ; LRI P.I.') O-B-'

chacune de ces courbes rencontrant Ia précédente et la suivante
en un point mais ne rencontrant pas les autres. I.es courbes
gq, ag sont rationnelles et de degrés virtuels respectifs — (@ + 1),
— (b = 1). Les courbes py, py, .., p,. sont rationnelles et de degré
virtuel - 2.

Tes courbes canonigues de IF transformdes des courhes cano-
niques de ' passent a - b 2 fois par A, a - 1 fois par les
points {(a, 1}, {(a, 2}, ..., {a, « - 1) ¢t & -1 fois par les points
(8, 1), (8, 2), ..., (8, 8 - ). (Voir notre note sur la Construction
dit systéme canonigue diite suvface multiple enn cours d’'impression
dans Ie Bulletin de 1"Académie, séance de mars 1961},

2. Commengons par rechercher la relation qui hie les invanants
1, 1 de Zeuthen-Segre des surlaces I, F'L

Considérons sur I oun faisceau 27 de courbes I' et supposons
qu’'il v ait 8 de ces courbes avant un point double en un point
simple de la surfiace. =1 Ies courbes 17 sont les sections hvper-
planes de ', cette surface cst donce de classe .
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de denx surfaces algébriques lices pav wire corvespondance ralionnelle

Unic courbe 7 passant par lc point de diramation A’ se décom-
posc cn une courbe I’ rencontrent o, en @ points ¢t og en b points,
telle que l'on ait

F=T" 4 a43p b pet oo pp- op

2

La courbe I' considérée possede donc a + b 4 & = 1 points
doubles et on a

V=8t (a4 b-i-k-=1) .. n- b=

les termes non écrits provenant des autres points de diramation
de I

Soit 2 le faisccau des courbes C,) correspondant aux courbes
I" de 2. Pour déterminer I'influence du point A sur ], nous
reprendrons un raisonnement analogue a celut fait par €. Segre.

Considérons un autre faisccau |D| de courbes I et soit R la
courbe lieu des points olt une courbe D touche une courbe C,
de 2. Le point A est multiple d’ordre a — b -- | pour la courbe R
et celle-ci passe @ —1 fois par les pomnts (a, 1}, (a, 2), ...,
(@, « — 1), & — 1 fois par les points (8, 1), (8, 2), ..., (8, B — 1) ;
elle posséde encore une branche d'origine A nce passant ni par
{a, 1}, ni par (8, 1).

La courbe R posséde a - 1 branches passant par (e, 1), ...,
(@, @« — 1) et rencontrant chacune la courbe C; passant par A
en 4 points comptant pour £ — | points doubles de la série
découpée par les courbes D sur C cela fait (@ -— 1) (p — 1) points
doubles. De méme, en considérant les & — 1 branches de R pas-
sant par (8, 1), ..., (8, B8 - 1), on trouve (b — 1) (p — 1) points
doubles. Enfin la branche de R ne passant ni par (e, 1), n1 par
(B, 1) rencontre Cjen a + b points, cc qui équivaut a a + 6 — 1
points doubles. La courbe C'y de 2 équivaut donc a

(pN@+b- 2 arb o

courbes de 2 avant un point double.
Aux courbes I" de X' ayvant un point double, correspondent
des courbes de &2 avant $ points doubles. On a donc

J=p8 L (p—-1 (@a+b—2) +a+b -1+ .

— Apn — Alm - 1) — 4.
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Lucien Godeaux. - Relalions cnive los invariants

L’¢limination de 8 entre les expression de J, }' donne
J+4=p1+4% —(k+3p+1-+- ..,
les termes non écrits provenant des autres points unis de l'invo-

lution 1.

3. Soient p le genrc lindaire de I et Y cclui de F.
D’apres le résultat rappeld plus haut, le nombre de points
d’'intersection absorbés en A de deux courbes canoniques de If
transformdées de courbes canoniques de 177 est égal a
(@t b= 22 4 (o e — 1P+ (B (b - A =
= pla+b —4) +a+ B 2.

On a donc

(B ) =P ) plat b — A bt B2+
les termies non derits provenant des autres points unis de l'invo-

Iution 1.

4. Utihisons maintenant la formule de Nather

PO ] == 12p, 4+ O

On a

12(p, + 1) = 12p(pe - 1)
+pla+b—k—-—T4+a-+B4+3+ ...,

les termes non derits provenant des autres points unis de I

>1 nous représentons par N, Pinfluence du point um A sur la
relation entre les genres arithmeétiques de If, ', nous pouvons
éerire

Na=ple 4 b—k—]) +at+p+3
Comme on a a==(k+ & -+1, 8= (& + Da -+ 1, il vient
Ne=plea -6 —Fk —7) + (h+ t)(a + b + 5.
5. Copsidérons dans un plan 'involution I d’ordre premier
P = 2v -1 engendrée par l'homographic non homologique
Ayt Nl Xg = Xy L €Xp | €3X 4,
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de deux surfaces algébvigues lides par une correspondance rationnelle

oll € est unc racinc primitive d’ordre # de 'unité. Cette invo-
lution posséde trois points unis :

1) le poiut 0,(1, 0, 0) correspondant a la valeur a = 3

’

2) le point O, (0, 1, 0) correspondant a la valeur a = », car les
¢quations (1) peuvent s’écrire

! - - ‘! . ! E— - . B - -
Xy 1 Xg Xy = WU K.l WXy,

2

en posant i = €°,

1

3} le point 04(0, 0, 1) correspondant 4 la valeur a == » = 2,
car les éqguations (1) peuvent s’écrire

f [

A o I R e a4
Ay DAg Ay =m LVRN Ly Ty,

il

en posant == e” %
Les surfaces F, F' osont actuellement rationnelles et on a
po = p,=0; par suite

12 - = 12?) _i“ NE - N]; _|_ Np;z.

6. Occupons-nious en premier lieu de la détermination de N,.
Nous avons ¢ == v ¢t on ¢n ddéduit 8 = 2» - 1. Nous avons
cnsuite py, = a =2, A, = b =1, don

po={k - Nab | a-t b=2(k 1) + 3= 2v+1

et h=—=1v — 2
Le point de diramation correspondant & O, sur la surface I
cst équivalent & une conique o, et & v — 1 droites py, pa, ..., py, o8-
Nous avons

Ny, = — plv -+ 2) + 3w+ 2,
c’est-a-dire
NP VP
2

7. Occupons-nous maintenant du point Oz et du caleul de Ng.

Nous avons a = 3 ¢t pour «léterminer S observons que I'on
peut avoir pour v 'une des formes 3v" ou 3»" + 2, d'olt p = Gy’
+ 1 ou p =6 + 5.



Latcicn Godeaux. — Relations enfve les invariants

Supposons tout d'abord p = Gv" 4- 1. On a alors B == 4
-1, a = 2v', b = 1. Ensuite, on a

k) 20 1 =6

d’otr & = 1.
Le point de diramation de ' homologue du point O, est équi-
valent & I'ensemble d’une courbe o, d’ordre 2v’ et de deux droites

p, og.
On a

Ny = p@2v — 7) 4 4" L+ 7,

¢’est-a-dire
(P2 - 204 - 19).

Supposons maintenant $ =6v" + 5. On a f==2 4 2,
a = 2v -1, b=2 Iinsuite, on a

By 5 = 2(k 4+ 12y 4 1) + 2»" + 5,

d’oun £ = 0.

Le point de diramation de F' correspondant au point 0; est
maintenant ¢quivalent & 'ensemble de deux courbes @ une courbe
oo ordre 2v" -1- 1 ¢t ane courbe o d'ordre deux.

Nous avons actuellement

Nj = pQr - 4) W 8,
c’est-d-dire
Ny == l) (p? - 16 L 19).
i
8. O voit que
. , i
Ny == 12(1 - - p) - = (p® — 20p 4~ 19) - 5 (p2 — 1)

ou

Ny.p 7= f(l—) (P2 —32p + 31) = < (p — 1){p — 31}
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de deux surfaces algébrigques liées par une corvespondance vationnelle

s1 p=0r -1, et

w2

N,op = 121 — ) — 1 (p* — 16p + 19) — % (p? — 1)

aou

1
Ny = 5 (b* — 40p - 20)

si p ==6 = 5.

Il est aisé de voir que O, est un point uni de deuxiéme catdégorie,
c’est-a-dire qu’au point de diramation correspondant, la surface
F' a un cdéne tangent décompasé en trois cones rationnels,

Considérons tout d’abord le ¢as oli p = 60" -- 1, d’oll a = 3’
+ 2 et par conséquent 8 =—= 2v" -- 1.

La sclution en nombres entiers positifs Ay, p, des congrucnces

A4 By +Dp =0, w4+ {Zdy + 1JA=0, (mod. tiv' 4 1)
telle que A, + g, soit minimum est

?\1 == 2, My == 200 — 1.

On a

Ay b (Bv b 2 = v (6 )y - 20 o 1A == 6 o]

i >

ce qui montre que 0, est bien de la deuxieme catdgorie,

On trouve que les courbes €y passent 2y <- 1 fois par le
point 0,, v' {ois par le pomt («, 1), une fois par les points (a, 2),
(a, 3), .., {a, a 1}, v — | fois par le point {o, 1), deux fois
par les points (8, 1), (B, 2), ..., (B, 8- 1}.

S1 nous prenons pour I ane surtnce normale dont les sections
hyperplanes sont les courhes 77 le peint de diramation corres-
pondcant & 0, est multiple d'ordre v = 2 pour cette surface, le
cone tangent se scindant en trois cdnes rationnels : un plan
(7o), 1n cone (7,0 d'ordre v* — 1 ot un céve du second ordre (og).
Le plan (o4} et le ¢dne (og) coupent le codne (r,) chacun suivant
une géndratrice, mais ne s¢ rencontrent pas en dehors du point
de diramation.

Considérons maintenant le cas p = Hy’ - 5, d'olt @ == 3" - 4
ct 3 =4 ' A,

SCIRNCES, —— 190651, —

~1
—
~1
'
)
o
-1



Lucien Godeaux, — Relutions cndve les nvarviants

Les solutions A, w, des congrucnces
A (Bv — e =0, w4+ (v - 4Aa - 0, (mod by + 5)
telles que Ay -= gy soit minimum sont maintenant

A, == 1, py =2yt =
et on A
AL (B LA o= (v DBy D),

R L L AR

Le point (O est donce bien un point uni de deuxieme catégorie.

On trouve cette fois que les courbes C° passent 2y — 2 {ois
par le point O,, +" - 1 fois par le point (¢, 1), vne fois par les points
(o, 2), {a, B), oo, (, 3p" - 3), v fois par le point {a, 1, 1) ¢t une fois
par les points (8, 1), (B, 2), ..., (B, 4v - 1),

Sur la surface I, supposée normale comme dans le cas précé-
dent, le point de diramation correspondant & O, cst multiple
d'ordre " -1 2, le cdue tangent se décomposant en frois cOLes
rationnels ; un plan (o,), un cone () d'ordre v et win plan
(o). 1.5 plans (oq; et {og) coupent chacun le cone (7q) smivant
unc géndratrice nmais ne se rencontrent pas en dehors di point
de diramation.

9. Nous donnerons pour terminer unce vérification de notre

formule.
Considdérons, dans un plan F, Vhomographic de période $ o= 92
- 3w b1, v étant un entier choisi de telle sorte que p soit prenaer,

B Y R
X DXyl Xy = X, €V, €%y, (1}

<

olt e st unce racine primitive d'ordre p de unité ct ot = ? -1 ]
L'involution 1 engendrée par cette homographie possede trois

points unis, les sommets Oy, 0y, O du triangle de référence.
Observons que si Pon pose 5 == ¢« 1 on o #* = et et les

1
équations de homographic (1) peuvent s'céerire

Xp gl Xy = MU, M,
D'autre part, si Pon pose { = &%, les dgquations  de Phomo-
graphie (1} s'¢erivent
O R A L S T AL RN
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de deuy surfaces algdyiques lides par wne coyrespondance vattonnelle

On en conclut que les trois points unis de Uinvolution I ont
la méme structure. Cela ¢tant, Ia relation entre les genres arith-
mdétiques p, = p, = 0 du plan F et de la surtace ' image
de 1 s’cerit

12 == 126 4- 3N,

d’olt Ny = — 4(p — 1}. On obtient ainsi l'influence d’un point
unt de méme structure que 0, 0,, O, sur la relation entre les genres
arithmétiques de F et F' quelle que soit la surface Ir.
Les points O, 0,, 04 sont des points nnis de seconde espeee et
de premiiere catégorie. On a en cffet
a=W 1, B==>r+1, a=:1, b = 3v.
IEnsuite, on a

bidv 1) | a=9%|-3v + 1,

donc on a bien affaire & des points de premicre catégorie et
A

f— :BV, I—’bl = .1.
Enfin, on a

(F— Dab 4+ a - b= 3uk = 1) 4 3v 4 1 2292 4 3y + 1

Ao kA= 3vr — 1.

La formule que nous avions établie plus haut (n® 4) donne
o FA
*\a — T L{(ﬁ T l):

qui est bien la valeur trouvdée ci-dessus.
Ajoutons quun des points de diramation de la surlace I est
¢quuvalent A Tensemble de 3v -} 2 courbes

Ta., ,01; PEJ ] PSI-’ 1 O-B‘

Licge, le 15 juin 1961,
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