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Résumé

On considére la surface @ image d'une involution cyclique d'ordre premier impair appartenant & une surface algébrique F
et n‘ayant qu'un nombre fini de points unis. On détermine le comportement des courbes canoniques de @ en un point de
diramation, d'ou la construction du systéeme canonique de la surface multiple ®.
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Construction du systéme canonique d’une surface multiple,

par LuciEx GODEAUX,

Membre de 1’Académie.

Résumé. — On considére la surface @ image d'une involution
cyclique d’ordre premier impair appartenant a une surface algébrique F
et n’ayvant gquun nombre fini de points unis. On détermine le com-
portement des courbes canoniques de @ en un point de diramation,
d’oft la construction du systéme canonique de la surface multiple @.

Dans nos recherches sur les involutions cycliques d’ordre
premier n‘ayant qu'un nombre fini de points unis, appartenant
a une surface algébrique, nous avons montré comment on deéter-
minait les structures des points unis et des points de dirama-
tion (). Soient I la surface support de l'involution ¢t @ unec
surface image de celle-ci sur laquelle les points de diramation
sont isolés. Siun point A est uni de premiére espece, c’est-a-dire
st l'involution détermine 'identité dans le faisceau des tan-
gentes a la surface en ce point, le point de diramation corres-
pondant A’ est multiple d’ordre » a cdne tangent rationnel
pour la surface @. Les courbes canoniques de @ passent p — 2
fois par le point A’ et les courbes canoniques de F qui corres-
pondent aux courbes canoniques de @ ont la multiplicité p — 2

(1} Voir nos travaux, Mémoirve sur les suvfaces muliiples (Mdémoires in-80 de
I"ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE, 1832), Les singularittds des points de divama-
tion isolds des surfaces multiples (DRuxiiME COLLOQUE DE GECOMETRIE ALGE-
BRIQUE DU C. B. R. M., Liége, 1952, pp. 225-241), La théorie des involulions
cycliques appartenant g une suvface algébrique el ses applications (BULLETIN Di
LA SOCIETE ROYALE DES SCIENCES DE LIEGE, 1957, pp. 3-15).
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Lucien Godeaux. - Construction du systéme canonique, ofc.

cen A, Lorsque le point uni A cst de seconde espéce, ¢’est-a-dire
lorsque l'involution détermine dans le faiscean des tangentes
a I en A une involution binaire non identique, il ¢n est autrement,
I.e point de diramation A’ est alors ¢équivalent, dans son domaine
du premier ordre, 4 un enscemble de quatre courbes rationnelles
et 1l s’agit de déterminer en combien de points chacune de ces
courbes est rencontrée par les courbes canoniques de @. Clest
T'objet de cette note.

Nous conservons les notations de nos travaux cités plus haut
et nnous rappelons succinctement les points qui nous sont néces-
saires Ici.

1. Soit sur une surface F unc involution eyclique 1 d’ordre
premicr Impair $, ne possédant quun nombre fini de points unis.
Considérons un point uni A d¢ seconde espéce, auquel sont
attachés les nombres «, 8 (¢ — 1 mult. de ).

Construisons sur la surface F un systéme linéaire { C | conte-
nant p systémes linéaires particls | Cy |, [C, |, ..., | C,_ | appar-
tenant & l'involution I et dont le premier est privé de points-
base.

Si v, est la dimension de | C, |, en rapportant projectivement
les courbes de ce systéeme aux hyperplans d'un espace a 7,
dimensions, 1l correspond a la surface F une surface @ normale,
mmage de l'involution. Nous désignerons par A’ le point de dira-
mation qui correspond sur @ au point uni A. Rappelons quelles
sont les structures des points A et A’ dans le cas le plus général.

Le point A est Vorigine de deux suites de points unis, infini-
ment voisins successifs, quc nous avons désignées par (a, 1),
{a, 2), ..., (@, a—1) et (B, 1), (B, 2), ..., (B, B— 1). Il existc
une suite de points unis infiniment volsins successifs dun point
{a, x +— 1) de la premicre suite, se terminant par un point R,.
De méme, 1l existe unc suite de points infiniment volsins suc-
cessifs d'un point (8, ¥’ 4 1) de la seconde suite, se terminant
a un point Rag.

Les points (a, 1), ..., {a, « — 1) d’une part ct les points {3, 1), ...,
(B, B— 1) d’autre part sont situés sur des branches linéaires
d’origine A. Enfin, les points (a, a — 1), (8, 8 — 1), R.. Rp
sont unis de premiére espece.
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Lucten Godeaux

Nous posons
? == e - b P b'rﬁ —;— ‘:'E{) (b = o, (!! . 18),

ct nous désignons par Ay, p, la solution en nombres entiers
positifs des congruences

A -+ QL =T {_], JIAES B)\ —_ U, (Hl()d. f))

telle que A, -+ p, soit minimuni.

Les courbes C, passant par A, courbes que nous désignerons
par C4, ont en cc¢ point la multiplicité A <4 w,, passent par
tous les points unis dont 1l a été question plus haut et a fois par
(a, a -— 1}, m fois par R,, m' fois par Rget &' fois par (8, 5 -— 1).

I.e point de diramation A’ homologue de A sur @, est mul-
tiple d’ordre

a —+— m - m’ - b

pour la surface @, le cone tangent se scindant en quatre cones
rationnels (o) d'ordre a, (r,) d’ordre m, (rg) d'ordre m' et
(og) d’ordre &'. Si nous projetons la surface @ du point A’ sur
un hyperptan, nous obtenons une surface @, sur laquelle sc
trouvent quatre courbes rationnclles o, 7,, 78, og découpées
par les cdnes tangents a @. Chacune de ces courbes rencontre
la préecédente et la suivante en un point mais ne rencontre pas
les autres. Les points communs aux courbes a4 et 7,, 7, et 7g,
Tg ¢t og sont au plus doubles pour la surface &,

Si I'on désigne par {7 les sections hvperplanes de @, par I
celies de @, on a

sl 4o, + A+ 7, +C 4718+ B 4 o,

A, B, C désignant des sommes de courbes rationnelles de degre

virtuel — 2, dont P'une ou Yautre peut d’aillecurs manquer.
Les degrés virtuels des courbes o,, 74, 78, og sont respecti-

vement — (a -+ 1), — {m L+ 2), - (m' + 2), — (&' 4+ 1}).

2. Désignons par | K’ le systéme canonique de @.

Si 7 est le degré du systéme | I' | (ordre de @) et 7 le genre des
courbes I, les courbes K’ rencontrent les courbes Nen 20 — 2 —n
points.



Construction du svstéme canowique dunc surface wudtiple

Le degré de [ I est ' == n— (@ 4 m + m' + b') et son
genre w — @~ (@ + m +m’ + 6 -— 1), Les courbes K’ ren-
contrent les courbes I en 2#7" — 2 — »/ points. On a

2t 2 — ' = 27— 2 —u—(a +m +wm by 2.

On en conclut que les courbes K passenta + m +— m' + b — 2
fois par A, ou encore, sur la surface @, que les courbes K'
rencontrent l'ensemble o, + 7, + T8 +-og cn a—+ m 4 m' +
b' — 2 points.

Considérons les courbes I qui contiennent la courbe o,
c’est-d-dire les courbes I'* défintes par

]_‘” = F‘—' ’!r* T

Les courbes I'* rencontrent o, en 2a + 1 points et on en déduit

que le degré s#* ct le genre 7% du systéme | I'* | sont

n* = n' — (Ba + 1), ¥ =al o 2u

[Les courbes K’ rencontrent les courbes I en 2% — 2 —— %
points ¢t on a

DpE o 2 ok = 2y — 2% — (a-— |)

On en conclut que les courbes K’ rencontrent la courbe o,
en @ — | points.

Envisageons maintenant les courbes IV qui contiennent
c’est-a-dire les courbes I'™** donndes par

"= L

Les courbes I™* rencontrent la courbe 7, en 2 + 2 points.

Le degré »** ct le genre »%* des courbes I™%* sont donnés pav
n** = 5’ —- (3m 4+ 2}, ¥ = — (2m + 1).
Les courbes K’ rencontrent les courbes I'™*% en
e e i S "]

points.
On en conclut que les courbes K’ rencontrent la courbe +,
en . points,
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On démontrerait de méme que les courbes K' rencontrent
la courbe og en &' — 1 points et la courbe g en m' points.

Les courbes canoniques de la suvface @ rencontreni les courbes
Gar Tar TH OB vespectivement en a-—1, m, m', b’ ~— 1 points.

Ces résultats restent valables si une des courbes 7,, 7g ou
toutes les deux manquent.

3. Désignons par K les courbes canoniques de la surface 17
ct par K, cclles de ces courbes gui correspondent aux courbes
canoniques K’ de la surface &.

I.es courbes K passent @ - - 1 fois par le point {a, a -— 1), w fois
par le point R,, m’ fois par le point Rg et b' — 1 fols par le point
B, F—1).

Comparons ce comportement des courbes Ky en A avec celui
des courbes Cy. Ces derni¢res passent a fols par (a, a — 1)},
m fois par R,, ' fois par Rg ¢t & fois par (8, f-—1). On en
conclut que les courbes K, passent A; + p; — 2 par le point A,
une fois de moins que les courbes Cy par les points {(a, 1), ...,
(@, a-—1), (B, 1), ..., (B, £— 1) et le méme nombre de fois que
les courbes Cj par les autres points,

I1 peut évidemment se faire que pour certaines involutions
les conditions imposées aux conrbes K, soient en nombre trop
élevé et que ces courbes n’existent pas. Dans ce cas les courbes
canoniques de la surface @ n'existent pas.

Licge, le 20 février 1961,
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