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COMMUNICATIONS D'UN MEMBRE

GEOMETRIE ALGLEEBRIQUE

Construction d’une variété algébrique a trois
dimensions possédant une surface
pentacanonique d’ordre zéro,

par Luciey GODEATUX,

AMembre de I’ Académre.

Résumé, — Construction d’'une variété algébrique & trois dimen-
sions dépourvue de surfaces canonique, bicanonique, tricanonique, té-
tracanonique, mais possédant une surface pentacanonique d'ordre zéro.

Nous avons établi autrefois la possibilité de variétés algébriques
a trois dimensions dépourvues de surfaces canonique, bicanoni-
que, tricanonique, tétracanonique, maits possédant une surface
pentacanonique d’ordre zéro (). Ayant eu récemment {"occasion
de revenir sur ces uestions, nous démontrons 'existence de ces
variétés en en construisant un exemple. Nous partons d'une
hypersurface V du cinquiecme ordre d’'un espace & quatre dimen-
sions (sur laquelle tout systéme linéaire de surfaces est son propre
adjoint) transformée en soi par une homographie cyclique de
période cinq possédant trois points unis ct une droite unie. Sur
cette varrété V, 'homographie cngendre une involution du
cinquicme ordre possédant cing points unis. La variété image
de cette involution répond a la question et nous pouvons ¢noncer
le théoréme suivant :

Il existe des variétés algébriques a trois dimensions dépourviues de
surfaces canoniqite, bicanonique, tricanonique, tétracanoniqie mais
possédant une surface pentacanonique d ordve zéro.

(Y Variétés a trois dimensions suy lesquelies Uopération d'adjonction est périodiqie
{Bulletin des Sciences Mathématiques, 19414, pp. 147-152).
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L. Godeaux. — Variété algébrique a trois dimensions

En d’autres termes, il existe des variétés a trois dimensions
pour lequelles on a P, =P, = Py, =P, =0, P, == 1 et d'une
maniere générale

Piivr = Pssye = Pysis = Py = 0, Psos=10=1,2, ...

Ce théoréeme peut présenter un certain intérét dans la recherche
des conditions de rationnalité d’une variété algébrique & trois
dimensions.

Nous utilisons, dans ncs développements, les propriétés des
involutions cycliques appartenant a une surface algébrique, que
nous supposerons connues ().

Rappelons quun point uni d’une involution cyclique du cin-
quieme ordre appartenant a une surface algébrique peut étre
un point uni de premié¢re espece, dont tous les points du domaine
du premier ordre sont unis, ou bien un point uni de seconde
espece qui peut étre de deux sortes : C'est un point uni symétri-
que auquel sont infiniment voisines deux suites de trois points
unis successifs dont les derniers sont unis de premiere espece, ou
c’est un point uni auquel sont infiniment voisins d’une part
un point uni de premiere espece, d’autre part une suite de deux
points dont le dernier est uni de premiére espeéce.

Nous aurons aussi a utiliser la construction du systéme cano-
nique d’une surface image de l'involution (%) et la relation qui
lie les genres arithmétiques de la surface support et de la surface
image d'une involution (3).

Considérons, dans un espace linéaire S, a quatre dimensions,
I’hypersurface V, du cinquiéme ordre, d’'équation

5 3 P2 2 g 3, 2 . _
A gXg + XpXapq + Xol{@ g%, X5 - xﬂPl) + xolagxix, + Xgps + X,05)
307 A a2xamn b XD 5 x,) = 0
+ X a1+ XXaPa -+ A4 AaXy Ps5(¥z, X,) — 0,
oli les ¢ sont des polynomes homogénes en x,, x, dont le degré

(1) Les enmwvolulfions cycligues appavienant a une suvface algébyigue. Actualités
scient., N¢ 270 (Paris, Hermanmn, 1933), Mémoires sur les surfaces ndtiples (M-
moire in-8° de ' Académie rov. de Belgique, 1952, pp. 1-80,

(%) Construction du systéme canonique d'une swurface mulfiple (DBulletin de
I’ Académie roy. de Belgique, 1961, pp. 156-160).

{¥) Relations enlre les invariantes de denx surfaces algébrvigues lides par wne
corvespondance vationnelle (Idem., 1961, pp. 709-719).
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1. Godeawx. -~ Variéld algébyique a trots dumensions

est indiqué par 'indice, et I'homographie T, cyclique de période
cing, d'équations

P VL . ;1 . .3 - .3
xO..\,-l..’vz.X3..x-4—-x0, €X1.€x2.€%3.€%4,

oll € est une racine primitive cinquiéme de 'unité,
sur la variété V, 'homographie T cngendre unc involution
cyclique 1, du cinguiéme ordre, présentant cing points unis

Yo = X, == x, =}, o {x,, v, = 0.

[.e systeme des sections hyperplanes (; de la variété V est son
propre adjoint et par conséquent la vari¢té posstde une surface
canonique et des surfaces pluricanoniques d’ordre zéro. l.es
surfaces GG ont les genres p, = p, = 4, pi = 6.

Désignons par I les surfaces découpées sur V. par les hyper-
surfaces du cinquieme ordre. Le systéeme de ces hypersurfaces
a la dimension 125 et comme 11 contient V, la dimension du
systéme |F

est 124, Comme V posséde une surface canonique
d’ordre zéro, |F| est son propre adjeint et les surfaces I¥ ont par
conséquent les genres $, = p, = 124,

Nous désignerons par £2 une variété image de l'involution I.

2. Dans le sy c;teme ' ‘ il v a cinq systcmes lindaires partiels
| Y], |15, ||, ‘L \F\ appartenant & linvolution I ; ils sont
respectivement ddc,oupcb sur V par les systemes lmealres d’hy-
persurfaces suivants :

Aoy + xjaaly + xb(Aux g 4+ afdhy) + xg(Axixy + Al b aqys)
oy 4 vy o Aa] - Apad A (g, 1) = 0,
de dimension 26,
Ao¥exy -+ xinby + XAy L xxahy) - Xo(AuXiAE o+ XBh 4 xaiks)
A Agxixs b agdi A xgxBys b xdy = 0,
de dimension 273,
AogxoXe 4 Axgal 4 ag(adhy + xaghe) T+ vo(Aex, x5 A Aiwahy )
+ Apvind b adyy b xgy b xvghs = 0O,
de dimension 24,
xélrbl  AXpx Xy b X ( X Xotfty) + xo()‘zx; + X "3‘7&{ + \fiql/’;)
4 A3l adaaly - xSh, 4 xph, = 0,
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possédant une surface pentacanonigue dordre zéro

de dimension 24,
Xo(Agxs - %) + xo(Axixe 4 ha) - Xo(Aek] - Xl - xxaths)
e Ay - TG 4 Xy - xathy = 0,
de dimension 24,

Dans ces équations, les o représentent des polynomes homo-
genes en x,, x, de degré ¢gal a l'indice.

L'hypersurface V appartient au premier de ces systémes et
par conséquent la dimension du systémes 'Fg| est égale & 25, Le
systeme |I';! a la dimension 23 et les systemes !I%,!, |I7,}, "F,
la dimension 24.

Nous désignerons par @, @, &,, @, P, les surfaces qui cor-
respondent sur £2 respectivement aux surfaces 19, 7y, 19, I9,, B,

Iintre une surface @ et la surface F, homologue, nous avons
une correspondance (1,5) sans points de diramation, car les
surfaces IY, ne passent pas par les points unis de I'invelution. Par
conséquent, le genre arithmétique p, = 124 de la surface ky
et celui, p, de &, sont liés par la relation

po+1=25{p, -1 1),
d'ou p, = 24.

3. Le comportement des surfaces F;, If,, I7,, I, aux points unis
de Tinvolution I est évidemment le méme en chacun de ces
points. T1 suffira donc de considérer I'un d’cux et on peut supposer
sans vestriction que 'un des points unis est le point 0 (v, = x,
= x, = x4 = ()}, ce qui revient a supposer que l'on a

@s(xs, ¥y) T Vapala, X))

Considérons en premier lieu une surface I7,. [e plan tangent a

cette surface au point 0 est donné par

Xo=10, x3=290
et dans ce plan, T ddétermine "homographie
X, DXy Xy = X, D €X, €5%,,
que l'on peut écrire sous la forme
Xy DKy A = WX WXy Xy,
en posant 7 = €%
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L. Godeanx. — Variété algébrique a trois dimensions

On voit donc qu’au point uni O sur la surface 17, sont attachés
les nombres a = 2, 8 = 3. On en conclut qu'au point O sont
infiniment voisins sur la droite xv, = %, = x, — 0 un point uni
de premiere espece ,, et d’autre part, une suite de deux points
unis dont le premier se trouve sur la droite ¥, = %, = x, = O,
le second ¢tant uni de premiére espece. Nous désignerons ces
deux dernicrs points par Oy, O,

Aux courbes canoniques de la surface @, correspondent sur
la surface F, homologue, des courbes canoniques passant sim-
plement par les points O, O,,.

Passons a 'examen des surfaces I,. Au point O, le plan tangent
a une de ces surfaces est

x, = x, =0
et dans ce plan, T détermine 'homographie
Xgl Xt Xy = Xy €2x, €%y,
que l'on peut écrire en posant n == 2.
P e, . 2 .
_4([] . x.z . :iv;l — ’)7?60 . 7? xtz . ;764.

On voit donc que sur une surface I, au point O sont infini-
ment voisins d’'unc part sur la droite x, == x, == x; = 0 un point
(),, uni de premiére espece et d’autre part une suite de deux
points unis dont le premier Oy, se trouve sur la droite x, = x;
= x4 = O et dont le second O',, est uni de premiére espece. Au
point O sont égalemcnt associés les nombres o = 2, 8 = 3.

Aux courbes canoniques d'une surface @, correspondent, sur
la surface I, homologue, des courbes canoniques passant simple-
ment par les points O et Oy,

Passons maintenant aux surfaces I¥;. Le plan tangent au point O
a une de ces surfaces a pour équations

Xy = %3 = 0
et dans ce plan, T détermine 'homographie
oo e LT . . .a
."Ln . :'t']. . JC4 — XU . 6%1 . € %4
que l'on peut écrire, en posant » = €2, sous la forme

_!- LA f_ . 4 .
Kot Xy Xy = mxy: nlx x,
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possédant une surface pentacanomigue d’ovdre zévo

Au point O, sur une surface F,, sont donc attachés les nombres
a = 8 = 4. On en déduit que sur cette surface, au point O sont
infiniment voisins d’'une part une suite de trois points unis dont le
premier est sur la droite x;, = x, = x, = O et dont le dernier
est uni de premiére espcce, et d’autre part une suite analogue
dont le premier point est sur la droite x; = x, = x, = O. Nous
désignerons par O,, le point infiniment voisin de O sur la premiére
de ces droites.

Aux courbes canoniques d'une surface @, correspondent sur
la surface I, homologue, des courbes canoniques ne passant pas
par les points unis.

4. Considérons une surface Fg du systéme |F,|. Sur cette

surface F3, le systéme canonique |(F,, F)| contient cing systémes
linéaires partiels appartenant a l'involution déterminée sur la

surface par I’homographie T ; ce sont les systémes
[(Fo. Fo)l, [(Fs, Fy)l, [(Fs, Fa)i,
|( *;: ]_?3) ¥ |( g! F‘I)E' (5)

Le second de ces systémes a la dimension 23, les autres la di-
mension 24.

Comme on 1'a vu, le systéme canonique d’une surface @, ct
donc de la surface @* homologuce de Fy, a la dimension 23. Il
correspond donc a ce systéeme sur I le second des systemes (5).
On en conclut que 'adjoint au systéme [@| sur £2 est le systéme
,.

Considérons une surface F; du systéme |F,| et soit @] la
surface qui lul correspond sur 2. Entre le genre arithmétique

po = 124 de F, et celui p; de la surface @, nous avons la relation

12(p, + 1) = 512(p}, + 1) — 5.24,
d'ont p, = 26.

de la surface F; contient cing

Le systéme canonique |(IFf, TF)
systémes linéaires partiels

[(FI,Fo)|, [(F:i Fl, |[(F5, Fo)l, | Fg| [(FIE)|

appartenant a I'involution et dont les dimensions sont respecti-
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L. Godeanx. — Variété algébrique & trois dimensions

I I3

vement 26, 23, 24, 24 24 On en conclut que c’est le premier de
ces systémes qui est le transformé du systéme canonique de la
surface @;. Par conséquent, l'adjoint au systeme |@,| est le
systeme ||

Considérons maintenant une surface I de F3I'et soit @3
la surface qui lul correspond sur £2. Entre le genre arithmdétique
H.— 124 de T} ¢t celui p, de @5 nous avons la relation

12(p, + 1) = 5.12(p, + 1) — 5.12,

d’on1 p, = 25.

Le systéme canonique (Fj, F)| de la surface Fj contient
cing systémes linéaires partiels
(I35, Vo)l (15, Fy L, (F5 F)j, [, K] (5 By

appartenant 4 I'involution et dont les dimensions sont respecti-
vement 26, 23, 24, 24, 24, Nous avons vu que le transformé du
systéme canonigque de @5 passait simplement par les points
O, Oy Or, scul le systeme | (I3, F,)| satisfait 4 cette condition
parce que les points Oz ¢t Oy, coincident. Par conséquent,
ladjoint au systéme |@,] est | D).

On démontre de méme que le genre arithmdétique d'une sur-
face @, est égal a 25 et que, les poinls Oy, el O,y colncident, le
systéme |@y| est T'adjoint a |D,|.

Solent enfin I’y unc surface du systéme || et @7 la surface
qui lui correspond sur la vari¢té 0.

Dans le systéme canonique |(I'}, I)| de I, il v a cinq sys-
témes lindaires

[(F7, Tyl [(FL )] [(FL Fo)l, [{F Ty

appartenant a Pinvolution et parmi cux, le transformé du syste-
me canonique de la surface @f. Comme (@, |D|, | Dy, |Py|
sont respectivement adjoints aux systémes | D], | Dy}, | @y, | Py,
le transformé du svstéme canonique de @] ne peut étre que
|(F1, I55)|. 11 en résulte que 'adjoint au systéme |D,| est le sys-
téme |®@,| et que le genrc arithmétique de D est p, = 25,
résultat que I'on retrouvera plus loin.

.| B
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possédant une suvface pentacanonique d ovdre zéro

Sur la variété £2 on a donc
| '

D] = | D,

!

| Py

B =,
:‘@4

B =,
o P =[P

»

ct Vopération d’adjonction a la période cing. La variété Q est
dépourvue de surfaces canonique, b canonique, tricanonique,
tétracanonique, mais possede une surface pentacanonique d’ordre
z€ro.

H. Les surfaces ] possédent en O un point double, le cone
tangent ayant pour d¢quations

2y = 0,  peXeXs 4 ;05 = 0,

Ce cOne est transformé en lui-méme par T et il v a deux géné-
ratrices x, = v, = 3, = 0, ¥, = v, = x, = ( unies pour cette
homographie. Les points infiniment voisins de O sur ces généra-
trices sont unis pour linvolution I. Nous les désignerons par
0, Oy,

Pour examiner le premier de ces points, opérons la transfor-
mation quadratique

Y ola ViV VaVa Vol g Vi )

X, X4 Xy Xy Xy

|

dont PVinverse est

ETEN XX, x5 X g%, XyXy )
2

T = (
Vo Vi Ya Vi Va !

qui fait correspondre au point considéré le point vy = v, = v,
= 3, = (0. On obtient ainsi des ¢quations qui, débarrassées des
facteurs vy, ou v5, sont (nous n’écrivons que les premiers termes)

Vapa(VaVs, }"3) + vy Veps(VeVa, '}v’i) + ... =0,
VoVafa(Vala, ¥a) + yiba(veyvs, v + ... = 0.

La surface transformée a, au transformé de O’,, un point
simple, le plan tangent étant



L. Godearnx. — Variété algébrique & trois dimenstons

La transformée de homographie T engendre dans ce plan
I’homologie

VilYe Ve = €y ety Dy

On en conclut que le point O’ est uni de premiere espece pour
l'involution.

Pour étudier le point O, effectuons la transformation

(:v.m Vol VYo¥s  VoVs yi)
T, —

X, X, X, Xq X
dont linverse est

xZ XXy XoXy A 4X, x0x4)
?

T;' = (
Mo Vi Va Vs Y

qui fait correspondre au point Og le point 3, = vy, = y, = y, = O.
On obtient les ¢quations

Vapa(Vols 3’3) + V¥ Ve s(V Vs, 3’%) + ... =0,
VoValis(V oV o ¥1) + Vifs(Veys v3) + ... = 0.

Le transformé du point Op est simple pour cette surface ct
le plan tangent cn ce point est

Yo = 0! Vg = 0
Dans ce plan, la transformée de T donne I'homographie
VaiviiNy = €®yo 2y iy,

On en conclut que le point O, est uni de second espéce pour
Pinvolution I. Il poss¢de d'une part un point infiniment voisin
uni de premiere espece et d’autre part deux points unis infiniment
voising successifs dont le seccond est uni de premiére espéce.

I1 résulte de ceci quc par une transformation birationnelle,
on peut faire correspondre a la surface F, une surface sur laquelle
I’homologue de linvolution 1 possede dix points unis: cing
points unis de premicre cspece et cinq points unis de scconde
espece du type de O',. D’autre part, la surface I, possede cing
points doubles, sans influence sur le systéme canonique, et son

S000 -



possédant une suvface pentacanonique dovdre zéro

genre arithmdétique est donc p, = 124, Entre p, et le genre
arithmétique ', de @,, on a la relation (1)

12(pe + 1) = dDA2(p, -}- 1) — 5.12,
d’'otr ', = 25. C’est la valeur qui avait ¢été trouvée plus haut.

6. Désignons par ( les sections hyperplanes de 'hypersur-
face V. Parmi ces surfaces, i1 v en a qui sont transformdées en
ellecs-mémes par T. Ce sont:

Les surfaces G, découpdes par les hyperplans

AgXy -+ Aty = 0,
elles forment un faisceau.

La surface G, découpée par 'hyperplan vy — (),

La surface (7, découpdée par I'hyperplan v, = 0,

l.a surface G, découpée par 'hyperplan x, = 0.

Nous désignerons par ¥, ¥,, ¥, ¥, les surfaces qui leur
correspondent sur la variété Q.

I’involution déterminée par T sur une surface G, est privée
de points unis. l.a surlace G, ¢tant de genre arithmétique 4, = 4,
la surface ¥, est de genres p, = 0. On sait que les surfaces ¥,
ont les genres p, = p, =0, P, =2, P, = 4 (3).

La surface G, possede cing points unis dont 'un est O. Dans
le plan tangent x; = x;, = 0 en O a la surface, T détcrmine

I'homographie
LA L 4 2l . .
xl.xz.:\a&x T}xl.'r}x2.x.4,
olt 'on a posé n = €. Le points O est donc un point uni de la
méme sorte quc sur la surface If,. I.a surface G, ayant le genre
arithmdétique p, = 4, le genre p, de ¥, cst donné par
12(p. + 1) = 512(p", + 1) — 5.12,
d’'oll p, = 1.

{(}} La formule, dans le cas d’une involution d'ordre p, serait
5 - -
12(pa + 1) = 12¢(pg + 1) — 7({) — 1) — 3{p — 1) — 3).

Pour p = 5, le dernier terme disparait.
(7Y Voir notre note Suy une surface algbbyique de genves zévo et de bigenve deux
(RENDIcONTIDILLA R, AccaDiMIa 1B TLINCEL 29 5em1, 1932, pp. 473-581).

SCIENCES. — 1961. — Ml - G



L. Godeaux. — Variété algébrigue a trois dimensions

La surface G, possede cing points unis de méme nature que
les points unis de la surface F;. On trouve que le genre arithmé-
tique de ¥, est p, = 1

Enfin, sur la surface Gy, l'involution posséde cing points unis
de méme nature sur la surface F,. Le genre arithmétique de ¥,
est p, = 2.

On peut voir en raisonnant comme plus haut que les adjointes
aux surfaces ¥,, ¥, ¥, sont les surfaces ¥,, ¥,, ¥, L’adjoint
aux surfaces ¥, n’existe pas.

7. En étudiant le comportement des surfaces découpées sur V
par les hyperquadriques, on peut déterminer le systeme linéaire
des surfaces découpant sur une surface ¥, le faisceau des courbes
bicanoniques de cette surface.

Si nous considérons la surface Gg découpée par T'hyperplan

Asxy + Agxy = 0,

le transformé du systéme bicanonique de la surface ¥, corres-
pondante est découpé par les hyperquadriques
XXy + pa¥y) + pryx, = 0.

Une de ces hyperquadriques contient la surface Gy considérée
et par conséquent le systéme bicanonique d’'une surface ¥, est
bien un faisceau.

Le faisceau bicanonique d’une surface ¥, est découpé par les
surfaces d’un systéme linéaire contenant les surfaces ¥, + ¥,
et ¥, 4+ ¥,. Ces surfaces forment un résecau, mais toute surface
¥, appartient a une surface de ce réseau.

8. On peut obtenir les équations d'un modéle projectif de la
variété 2 de la manieére suivante :
Ecrivons ’équation de I'hypersurface V sous la forme

agxy + x4 anx; 4+ azxs + a%
+ K%y (bgoXs + boxaxy + bogxd)
+ x3%0(b10%5 + b1ix g%y + ‘512%2)
-+ 25x3(bao¥s 4 Bary) + baxgwiad (1)
+ x5x,(Cooxs + CorXa) |+ C1x3xxy - X3%,(Cog%s -+ €31%,)
4 xox (CagXs + C51%5%, - Can¥g¥i + Cg3%g,) = O.
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possédant une surface pentacanonique d ovdre zéro

Considérons d’autre part les équations le systéme linéaire
d’hypersurfaces cubiques

AoXoXs -+ Axixg - Ay 4 Agxix, + i,
+ Ax g%, %, 4 Apxin, = 0, (2)
dont chaque hypersurface est transformée en soi par T. Rappor-

tons projectivement ces hypersurfaces aux hyperplans d’un
espace linéaire Sy a six dimensions en posant

XU:XI:Xz:XS:X‘l:XS:XG:
XyXg L XBX o L XX D KoK, D XBNy D XaXa%y 1 XDX,.

On obtiendra les équations de la variété £ en éliminant les
x entre ces équations et celle de la variété V. On trouve tout
d’abord

= 0,

Xy Xy X
Xy Xy X

qui représente une variété V a4 quatre dimensions, d’ordre trois.
Cette variété est d’ailleurs un céne ayant pour sommet la droite
d’équations X, = X; = X, = X, = X, = 0.

En éhiminant les x entre les équations donnant les X et 1'é-
quation (1), on obtient

XX X2 1 g, XiX X35 4 a,Xax X3
4 @, XX, XG4 asXeX X5
+ X XIX3X3(00oXy + 81X -+ 202 X5)
+ XeX 1 XKoX5(0,6Xs + 01:X5 + 51.X)
4 XoXIX X (00X 5 + b Xy) + 03 XeXiX5X 5
4 XKeX Ko X5(c00Xy + €01 Xs) + 6 XK XIXGX,
+ XiXEXXa(c20X2 + €21X5)
+ XEX XX (e56XE 4 ¢ X X + €3:X:Xg + €33X5) = 0.
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L. Godeaux. --— Variéié algébrigque a trots dimensions

5

Cette ¢équation représente une hypersurtace du septieme ordre
7 qui passc simplement par la droite sommet du cone (3).

Ia variété 2 est 'intersection des variétés Vi et VI Le syste-
me linéaire (2) étant le plus ample possible dont 'équation,
lorsque l'on applique T, se reproduit multiplide par €2, la variété
£2 obtenue est normale.

Observons que les hypersurfaces (2) passent par la droite
X9 = x, — x, — 0, c’est-a-dire par les points unis de I'involution I.
Il en résulte qu’a ces points unis correspondent sur £2 des sur-
faces rationnelles.

Liege, le 21 octobre 1961.
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