p e r Bulletin de la Classe des sciences

S B

Sur le théoreme de permutabilité de Bianchi

Lucien Godeaux

Résumé

L'interprétation du théoréeme de permutabilité de Bianchi relatif aux congruences W, dans l'espace a cing dimensions, en
regard de I'nyperquadrique de Klein, conduit & une nouvelle construction de congruences W.

Citer ce document / Cite this document :

Godeaux Lucien. Sur le théoréme de permutabilité de Bianchi. In: Bulletin de la Classe des sciences, tome 46, 1960. pp.
908-914;

doi : https://doi.org/10.3406/barb.1960.68029;

https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141 1960 _num_46_1 68029;

Fichier pdf généré le 22/02/2024

@ @ creative
commons


https://www.persee.fr
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1960_num_46_1_68029
https://www.persee.fr/authority/622350
https://doi.org/10.3406/barb.1960.68029
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1960_num_46_1_68029

COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRILE PROJECTIVE DIFFERENTIELLL

Sur le théoréme de permutabilité de Bianchi,

par Lucien GODEAUX,

Membre de UAcadémie.

Résumé. — Linterprétation du  théoreme de permutabilité de
Bianchi relatif aux congruences W, dans 'espace a cing dimensions,
en regard de Uhyperquadrique de Klein, conduit a une nouvelle
construction de congruences W.

On sait en quol consiste le théoréme de permutabilité de
Bianchi en ce qui concerne les congruences W (1), Sil'on considere
deux congrucnces W ayant une surtace focale commune (x) et
si les sccondes surfaces focales sont respectivement (%) et (),
1l existe une infimité de points x° tels que les droites x'x, x'%
engendrent des congrucnces W. 5i l'on désigne par &, £ &, &
les plans tangents aux surfaces (x), (¥}, {¥'), (") aux points homo-
logucs, le point &' s¢ trouve sur la droite » = EE et les plans £, &
passent par la droite v’ = ¥x'.

Observons que si l'on applique le théoreme de Bianchi aux
congruences (¥¥), (¥'%), on voit qu’il existe sur la droite 7 une
infinité de points x“ tels que les droites xx“, ¥'&" engendrent
des congrucnces W.

Iinterprétation du théoréme de Bianchi dans Ucspace 4 cing
dimensions, en relation avec T'hyperquadrique Q de Klein,

(1) BraxcHi, Sulle Lnterpretazione geamelvica del teorenma di Mowtard (Rendi-
conti della Accademia «ci Lincei, 12 sem. 1891, pp. 363-5373). Voir ausst DEMOU-
LIN, Sur la transformation de Moutard et qiclqies-unes de ses applications géome-
trigues (IBULLETIN DE L'Acap. Rov. DE Brrcigue, 1919, pp. 261-281).
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Lucien Godeawx. — Sur le théovéme de permattabilité de Bianchi

conduit & une quadrique Q' section de Q par un cspace linéaire
A trois dimensions Y. Les faisceaux de rayons (x, &), (x, &9,
(%, ), (¥, &) sont représentds par des génératrices rectilignes
de Q7 les deux premiers par des génératrices du méme mode,
les deux seconds par des géndratrices de 'autre mode. Les points
d’'intersection des deux premieres génératrices par les deux
seccondes représentent les droites x¥, x&%', x'%, ¥'X'. Si u, v sont
les parametres des asymptotiques sur les surfaces (x), {(x7), (%},
(), les tangentes aux courbes # aux quatre points précédents
passent par un méme point A. Il en cst de méme des tangentes
aux courbes v, qut passent par un méme point B. La droite AB
est la conjugude de 'espace 2’ par rapport & Vhyperquadrique Q.
De plus, B est le transformé de Laplace de A dans le sens des v
et A celul de B dans le sens des .

Appelons pour abréger VW(x, v} une congruence W telle que
les asymptotiques sur ses surfaces focales soient les courbes #, v.
Nous démontrons que si M est un point de Q' représentant une
droite s engendrant une congruence W{u, v), les tangentes aux
courbes 2, v en M passent respectivement par les peoints A, Bl
De plus, st M’ est un point analogue a M, une génératrice de Q'
passant par M et la génératrice de 'autre mode passant par A
se rencontrent ¢n un point image d'une droite décrivant une
congruence W, u).

Nous utiliserons dans ce travail des propriétés établies dans
notre exposé sur La Théorie des surfaces et I'Espace réglé (1),

1. Considérons deux congruences W oayvant une nappe focale
commune () ot solent (&), (¥) leurs secondes nappes focales.
7, 7 les droites génératrices @ j = x&, j' = x¥. Nous ddésignerons
les asymiptotiaues de ces surfaces par «, 2.

Aux surfaces (¥}, (¥), (£} nous associons dans I'espace a cing
dimensions des suites de Laplace

L UL UV VL (L)
L ULUL VLV L (L)
LT TV )

(1} Actualitds scientifiques, n® 138 (Paris, Hermann, 1934
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autopolaires par rapport & 'hvperquadrique Q de Klcin. Les
points U {ou T ou U’) représentent les tangentes aux asymp-
totiques # ¢n x (ou en ¥, ou en ') ct les points V (ou V, ou V)
les tangmnes aux asvmptotiques v aux mémes points. Les droites
UV, UV, T appartiennent & Q. Dans les suites de Laplace
précédentes, chaque point est le transformé du précédent dans
le sens des .

La droite UV rencontre la droite UV en un point J image de
la droite 7 et la droite U’V en un point ]' image de la droite 7',
mais les droites UV, U'V’ ne se rencontrent pas {et ne peuvent
sc rencontrer).,

Les points U, V, T, T’ déterminent un espace linéaire 2 a trois
dimensions qui contient les points V, V' et coupe Q suivant une
quadrique Q" dont UV e¢st unce génératrice d’'un mode et v, UV’
sont des géndératrices de 'autre mode. Nous désignerons par g
les génératrices du premicr mode ct par ¢ celles du second mode.

TLes points J, J° déterminent des suites de Laplace inscrites
la premiére dans les suites L, L, Ja seconde dans les suites 1., L.
Nous désignerons par [,, J, les transformés dc Laplace de J, ]’
dans le sens des v, par J_;, ]’ leurs transformés dans le sens
des #. Le point J, appartient aux droites UU,, UC,, le point J;
aux droites UU,, T'TY, le point J. ; aux droites VV,, \_\71 enfin
le point J'; aux drmtes VV,, V'V.. Les droites JJ; et J'J:
se coupent en un peint B et les droites JJ_,, J'J , en un point A.
On sait que le point B est le transformé de Laplace de A dans
le sens des v et A celui de B dans le sens des # (Voir notre exposé
cité).

La droite conjuguée de X par rapport 4 ) est commune aux
espaces U UVVI, U, UvVvV,, UJUV'V; respectivement conjugués
des droites UV, UV, U'V'. Chacun de ces espaces coupe Q suivant
deux plans représentant respectivement les gerbes de rayons
de sommets ¥, %, & ct les plans réglés £, & & respectivement
tangents aux surfaces (x), (¥}, (¥) aux points %, %, %"

Le plan J,JJ , tangent en J a la surface (J) appartient aux
deux premicrs de ces espaces et le plan J;J'J, tangent en J’
a la surface (J’) appartient au premier et au dernier. La droite
cherchée est donc lintersection de ces deux plans, c’est-a-dire
la droite AB.
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La droite AB coupe Q en deux points R, R’, images de deux
droites 7, #'. Le plan J,JJ_, coupe Q suivant dcux droites JR, JR’
qui représentent respectivement les faisceaux de ravous (x, &),
(%, &). De méme, le plan J1J'J., coupe O suivant deux droites
TR, I'R* qui représentent, la premiére le faisceau de rayons
(x, £, la seconde le faisceau de ravons (¥, £). Il en résulte que la
droite # est l'intersection des plans & & tangents en %, ¥ aux
surfaces (%), (¥') tandis que la droitc ' contient les points ¥, %',

Observons que les génératrices ¢ de la quadrique Q'
représentent les faisceaux de rayons ayant leur sommet sur » et
dont le plan passe par 7', tandis que les géndratrices g représentent
les faisceaux de ravons dont le sommet est sur #’ et dont le plan
passe par 7.

2. D’apres le théoréme de permutabilité de Bianchi, il existe
unc infinité de points x’ tels que les droites Zx' ; ¥'x’ cngendrent
des congruences W. Soit &' un de ces points et soient 7, 7' les
droites ¥x', ¥'x'. Le point & est sur l'intersection des plans £ &
tangents a (x), (¥'), c’est-a-dire sur la droite 7.

Désignons par I, I’ les points de O représentant les droites z, ¢”.
Le premicr appartient 2 la droite UV, le second & la droite UV,
La droite IT' est une génératrice g de Q' ot représente le faisceau
des tangentes en a’ 4 la surface (x').

Solent U’, V' les points de la droite I1' qui représentent les
tangentes aux asymptotiques #, v en x” & (x'). Ces points déter-
minent une suite de Laplace

s U UL VLV, (L)

ol chaque point est le transformé du précédent dans le sens des .

Les points I, I décrivent des réseaux conjugués a la congruence
(U'V). Soient I,, I; les transformés de Laplace de 1, I’ dans
le sens des v, 1 |, I'; leurs transformés dans le sens ces #. Les
points 1, T sont respectivement les intersections des droites
U'C; et UU,, U'Ujet T'T,, les points 1., I'; ceux des droites
V'Vi et VV,, V'VI et V'V,. Les droites II,, I'I; se coupent
en un point B’ et les droites I1_; et I'l’, en un point A"

&1 Pon reprend le raisonnement faits plus haut pour les points
J. J', on voit que la droite A’B’ est la conjuguée par rapport & Q
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de 'espace 2 et que par conséquent elle coincide avec AB. Mais
de plus, B étant le transformé de Laplace de A’ dans le sens des v
et A" celui de B dans le sens des 2, le point A doit coincider
avec A et le point B' avec 13,

D’ailleurs, si I’'on consideére les points J et I, les droites ] J, et
I1, doivent se couper ¢n un point de la droite AB conjuguée de X
par rapport a . Puisque J ], coupe AB en B, la droite 11, passe
par B. On démontre de mémc que la droite I'l] passe par B ¢t
que IT ;, I'T;, passent par A.

3. Considérons un point M de la quadrique (' et supposons
que la droite s quil représente engendre une congruence W,
les asymptotiques des nappes focales de cette congruence ¢tant
les courbes ¢, v.

Désignons par y, ¥ les fovers de la droite s ct par », 5 les plans
tangents aux surfaces (v), (¥) en ces points (plans focaux de #1).
La droite g, représente le {faiscean de ravons (v, ) ¢t la droite g,
le faisceau de ravons (v, ). Désignons par X, Y les points de g,
représentant les tangentes aux asvmptotiques 7, ¢ en v a la sur-
face (v) et par X, Y les points de ¢, représentant les tangentes
aux courbes #, v en ¥ 4 la sturface (¥).

Le¢ plan contenant les drottes g, g, est conjugud par rapport
a O du plan tangent en M & la surface (Al}, donce ce dernier plan
passe par la droite AB, conjuguce de 2" par rapport a Q.

Appelons X, X,, M, les transformés de Taplace des points X,
X, M dans le sens des v et Y, X_l M_, ceux des points Y, Y, M
dans le sens des . Le point M, appartient aux droites NX . T(il
ct le point M, aux droites YY,, YY,. Soient B, A" les points
de rencontre des droites MAL, MA | avec AB.

Considdérons la tangente £ en B' 4 la courbe # tracée sur la
surface (B}, Cette tangente se trouve dans le plan MMM
tangent le long de M A & la développable engendrée par cette
droite. La droite ¢ sc trouve dgalement dans le plan tangent
a la développable engendrée par la droite BA lorsque « varie,
c’est-a-dire dans le plan BAA |, ott A, est le transformé de Laplace
de A dans le sens des . Les deux plans M MM_; et BAA, ne
peuvent coincider et se rencontrent suivant la droite AB, donc
la tangente en B 4 la ligne # tracée sur la surface (BY) cst la
droite AI3.
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On démontrerait de méme que la tangente en A’ a la courbe v
tracée sur la surface (A’) est la droite AB. Il en résulte que B’
est le transformé de Laplace de A’ dans le sens des v et A’ celm
de B’ dans le sens des . Par conséquent, A’ coincide avec A et B’
avec I3. .

Le plan MMM _, tangent en M 4 la surface (M) coupe ) suivant
les droites MR, MR’ Ces droites représentent les falsceaux de
ravons (v, ) et (¥, n). Il en résulte que le point 3 appartient a
et le point ¢ a #'. De plus le plan » colncide avec le plan v et
le plan 7 avec le plan 7.

4. Désignons par N le point de rencontre des droites g = UV
et g... Nous allons démontrer que le point N est Uimage d’une
droite # engendrant une congruence W, les asvimptotiques sur
les nappes focales étant les courbes u, 2.

Le plan des droites g, g, est conjugué par rapport a O du plan
tangent en N a la surface (N), donc ce dernier plan passe par
la drotte AB. Il coupe O swivant deux droites NR, NR’, donc
les fovers de la droite 7 se trouvent sur les droites 7, 7" et les plans
focaux sont les plans projetant des {overs les droites », 7',

Soit / la tangente en N & la courbe v tracde sur la surface (N).
Puisque, lorsque ¢ varie, la droite UV engendre une développable
de plat tangent VUL, la drotte ¢ se trouve dans ce plan. Lorsque
v varie, la droite ¢,, = MN engendre dgalement une développable
de plan tangent M; g, = Bg, et la droite ¢ appartient 4 ce plan,
Les plans VUL, et Bg,, se coupent suivant la droite NB, donc
la dreite 7 passe par le point B. On démontrerait de méme que
la tangente & la ligne ¢ tracée sur la surlace (N} enn N passe par A.

Dénotons par Ny le point cle rencontre de NB avec la droite
UU,. Lorsque # varie, le point B varie sur BA et le point N sur
NA, donc a la droite BN correspond une droite du plan NBA.
La tangente en N, & la courbe « tracée sur la surface {N;) doit
done se trouver dans le plann NBA mais aussi dans le plan U, UV,
donc elle est confondue avee la droite NN, Il en résulte que N
est le transformé de Laplace de N, dans le sens des 72 et N, celui
de N dans le sens des v, done N déerit un réscau conjugud a la
congruence (UV). La droite n décrit donc une coungruence W et
les asymptotiques des surfaces focales sont les courbes 4, .
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On démontrerait de méme que le point N' ou la droite g,
rencontre la droite JI (ou J'IY) représente unc droite #” engendrant
une congruence W analogue A la congruence (s).

Appelans congruence W{n, v) unc congruence W telle que les
asymptotiques des nappes focales soient les courbes #, v et que
de plus les foyers d'une droite appartiennent aux droites », 7,
les plans focaux étant ceux qui projettent des fovers les droites 7,
7" {(ccs droites varient ¢videmment avec #, v). Nous pouvons
dire que les congruences W (u, v) sont représentces par des points
de la quadrique Q. De plus, si M, M’ représentent des droites #e,
m' cngendrant des congruences W(u, ¢) ct st M, M n’appar-
tiennent pas & une méme génératrice rectiligne de (', une géné-
ratricc passant par M et la génératrice de l'autre mode passant
par M’, se coupent en un point N représentant une droitc »
engendrant unc congruence Wiz, v).

Lieége, le 14 novembre 1960.
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