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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les surfaces
de genres arithmétique et géométrique nuls
dont le systéme bicanonique est irréductible,
par Luciexy GODEAUXN,
Membre de U Académe.

{seconde commuenication )

Réswmé. — On  établit  quelques  propriétes  de deux  svstémes
linéaires de courbes existant sur une surface non rationnelle, de genres
z¢ro, dont le svstéme bicanonique est simple et irréductible,

Dans notre premiere note {1}, nous avons ¢tabli que si une
surface algébrique F non rationnelle, de genres z0ro, p, = p, = 0,
posséde un systéme bicanonique irréductible ot simple, et est
de genre linéaire an moins ¢gal & trois (et au plus égal & dix),
elle contient deux svstémes lindaires de courbes | I' 1, |1y tels
que ses svstémes tricanonigue, tétracanonigue, pentacanonigue
sont respectivement

TR AR SR S SRR SUE S A
Cop o=+ Iy

Une solution est donnée lorsque ', - est Vadjoint Iy ha ' T,
ce dernier svstéme se réduisant alors 4 une courbe unique, non
canonique, mais dont le double est une courbe bicanonigue.
Contrairement O ce que nous crovons, cette solution n'est pas
nécessairement la seule.

Dans cette seconde note, nous démontrons que les svsteémes
| Iy et [T, | sont réguliers et que les courbes tricanoniques dé-

(1 BULLETIN DE I'ACADEMIE ROVALE DE BELGIQUE, 1959, pp. 362-372,
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Lucien Godeanx, — Sur les surfuces de genres arithmeétique

coupent sur les courbes I} ¢t I', des séries linéaires non spéciales.
De plus, les séries découpées sur une courbe bicanonique irré-
ductible par les courbes Iy, Iy sont complétes,

Les systémes (I | ¢t | I, | peuvent coincider; nous examinons
egalement cette hvpothésc.

1. Soit I' une surface algébrique de genres p, = p, = 0,
P, = p2 — # dont le systéme bicanonique [C,| est simple ct
irréductible, ¢t ol nous supposons 3 <X 7 -2 10,

Nous avons démontré qu'il existe sur la surface F des courbes
Iy, I, telles que si l'on désigne par [Cy|, [C,|, ..., |C,], ... les sys-
témes tricanonique, tétracanonique, ..., 1-canonique, ..., on ait

C, I+, C, =T, +Iy=01,+17 C, =1+ I,

Désignons par ny, 7, 7, le degré virtuel, le genre virtuel et la
dimension du systeme | Iy [, par un,, m,, 7, les caractéres analogues
du systéme | I, |. Nous supposerons de plus qu'une courbe I,
rencontre unce courbe £, en # pomts.

Une courbe €, rencontre une courbe [ en #n + 2{(m;, — 1)

: . 1
points, donce une courbe €, rencontre cette courbe en 5 % 4y — 1

points. Il en résulte que » doit étre pair et nous poserons i == 2#'.
On a donc, en représentant par [X, Y] le nombre de peoints
commuhns a une courbe X et a une courbe Y,

[Co ] = 20" &+ 2(m; — 1), [Cy 1G] =120 + 2(my, — 1),
[Co, Iyj=n" 4+ 7y — 1, (Co, Iy =n + 7, — 1.
Nous avons
Cq o= 30, = 2C, = 2(I") + I).
On en déduit
3[Cs, L] = 2n, + 4n,
d’ol
2, 4+ ' = 3@, — 1). (1)

Or a de méme

2n, = i = 3(m, — 1). (2)
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et géométvigque nuls dont le svstéme bicanonique est iyréductible

On a enfin, en exprimant le degré et le genre de C,

My Ay b An' = Y — 1),

a1 4w, — 1 4 2 = Bl — 1).

2. Les courbes C,; découpent, sur une courbe I, ou sur unc
courbe I, une série linéaire complete, puisque C, = Iy + I',.

Sur une courbe I'}, les courbes €y découpent une serie d’ordre
n, +— 21n°. SI x est la dimension de cette série, les courbes C,
passant par x 4+ 1 points de {a courbe {7, contiennent cette courbe
et sont complétées par les courbes I',. La dimension de C; étant
3{w — 1), on a

mr — 1) =x 4+ 1 4 7,.

De méme, si ¥ est la dimension de la séric d’ordre n, - 2#n’
découpée par les courbes C, sur 1une courbe Iy, on a

3w — 1) = & 4+ 1 + 7,

Supposons que les séries cnvisagées solent spéciales et solent
i,, t, leurs indices de spécialité. On a

X o=, - 20— w1y, X' = ny, 2 — oy, 2,
et par conséquent

o= 3w —4) —ny 4 (g 1) 20—,

rir=23{m — 1) — ny + (my — 1} — 20" — 1,

Par addition, on en déduit
Yot re=06(m 1) —(ny+no+4n) + (my — L7y — 1) {1+ 2y).
Or, d’aprés te théoréme de Riemann-Roch, on a
=y (m - 1), o iy -
vy vy =0y A+ 0y — (m — 1
De ces relations, on déduit
¥, vy = 3(m - 1) — 20" — (i; + 1),
vy vy 2= 3(m — 1) — 2n'.
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Lucten Godeanx. — Sur les surfaces de genves arithwétique

On a donc #; + 7, =20, c’est-a-dire 7, = i, = 0. Les séries
consid¢rées sont donc non spéciates. Mais de plus, le signe d'inéga-
lité doit étre exclu et on a

= (), ey e ),
e+ v = 3w — 1) — 2.

Les courbes tricanoniques découpent suy les courbes I'y ef sur les
courbes I'y des séries linéatyes compléles non spéciales.

I,

Les svstémes linéaives . T, |

| sont régidiers.

3. l.es courbes tricanoniques découpent, sur une courbe bi-
canoniquc irréductible, la série canonique complete, d’ordre
G(z - 1) et de dimension 3(= - 1), les courbes C, ¢tant de genre
S - 1) + 1. Par un groupe de la série canonique de C, ne peut
passer qu'une courbe C,, puisque p, = (.

Désignons par () les groupes de n' -+ 7, — 1 points découpés
sur la courbe C, irréductible par les courbes I7. La séric Gy |
est spéciale.

Les courbes Cy découpent sur unc courbe I une séric de di-
mensions #, -+ 2r° - o,. Obscrvons que on a, en utilisant la
formule {1},

oy — Y o= (g, 20— my) ==y -ty o~ by b ) ==y — L

Or, 7, = 0. On c¢n conclut gue les courbes €, passant par
no-- oy —— 2 points d’un groupe (G rencontrent la courbe I
passant par ce groupe en des points fixes. Par consequent, les
courbes €, passant par un groupe (;; contiennent la courbe I
qui le découpe. On en conclut que les courbes € passant par Gy
coupent encore C, suivant les groupces découpés par les courbes I',.
Cette série est donc compleéte.

Les séries découpées sur une cowrbe bicanunique tvréductible
par les courbes I'y, I'y sont completes.

I’indice de spécialité de la série |G, i est », — | ¢t cette série
a la dimension »; ; on a donc

vy =# =, -~ bt - 3w - 1) 4 »#,
et de méme,
yo=n b m, — 1 = 3w 1) 4+ oy



et géométrigue nuls dont le systéme bicanonigue est trvéductible

Ces relations ne sont pas indépendantes, car en les addition-
nant membre H membre, on trouve

m, -1 4+ o, U 20" = 6 1),
4. Supposons maintenant que | /7 [et | I, | coincident. On a

C, = 207, ¢, I, I Co 2oy,
C,, Iy =, ~ 2@, 1) ==2C, T,.

On volt que 2, est pair ¢t NoUs POSCrons #; = 2x;. Nousg 4urons
alors
Cy, Iy = ny — g - L
1}

o1 déduit
Simry 1) = Dy (1)

On a de plus, en exprunant o genre ot le degre de O, 1
1 = = | 3

- b by o= B 1, Sy = Hw - 1), (2)

5. Les courbes €, découpent sur une courbe I une sdérie
d'ordre 41 dont nous désignerons la dimension par x. Les courbes
C, passant par v -- | points dunc courbe I} conticnnent cette
courbe et sont complétées par des courbes I St 7y est la dimen-
sion de | I,

, 0 O
Vo ;(7;' l} - (.\T - ]_J

S1 nous désignons par ¢ Pindice de spéeialité de la série dé-
coupée par les courbes C, sur une courbe 'y, on a

Y = .{1;3,{ o= Ty _l f"

k!

ry = a{m — 1} — 7y 1] Ay -0 o= 2 By — Sy 1.

’autre part, par le théoréme de Riemann-Roch, ona

ry =2y o (my 1),
d’ou
2y, 1y Bng o 7 =28y - (@ o 1)
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En utilisant la relation (1), on trouve ¢ = 0 et », = 21y —
(7ry — 1},

Les courbes tricanoniques découpent sur une courbe I'y une série
complete non spéciale.

Le svstéme | Iy | est végulier.

6. Les courbes [, découpent sur une courbe C, irréductible
une série linéaire spéciale d’ordre 3(m - 1) et les courbes C,
donnent, sur une courbe 7, une série de dimension 4, - 7.

En utilisant la relation (1) ¢t la premiére des relations (2},
on voit que

hn, oy < dmg.

[1 en résulte que les courbes ; passant par le groupe G des
points communs a une courbe C, et a une courbe I}, contiennent
cette courbe. Par conséquent les courbes Iy découpent sur une
courbe C, irreductible une série linéaire compléte dont Uindice
de spécialité est égalar, — 1.

On peut d’ailleurs remarquer qu’actuellement, les nombres

m, @y, #, sont déterminés. La relation 8#; - 9(7 - 1) conduit
en effet & poser = = 8 — 1. Or, on a = <= 10, done ¢ = 1.
On a ainsi

7 =Y, a7 16 n, = 18, », = 1,

Li¢ge, le 22 janvier 1960,
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