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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les surfaces
de genres arithmeétique et géomeétrique zéro
dont le systeme bicanonique est irréductible,

par LucieNy GODEAUXN,

AMembre de "Acaddémic.

{Troisiéme communication)

Résumé. - Une surface de genre p, =— p, == 0, pF 2= 3, dont le
svstéme bicanonique est irréductible, contient deux systémes hné-
aires e courbes au moyen desquels les systémes tricanoniques,
tétracanonique,  pentacanonique, ... sont formés. On examine
ici le cas ol I'un des systémes se réduit a une courbe isolée et on dé-
montre que le second systéme est 'adjoint & cette courbe.

Dans notre premiérc communication (1), nous avons démontré
que si une surface ¥ de genres p, = p, — 0, » 1} > 3 possede
un systéme bicanonique irréductible, elle contient deux systémes
linéaires | I') |, | I'y | tels que si |C, | désigne le systéme z-canonique
de la surface, on a

"(::3!:|F1+F2, ‘C4|:]F]_}_F2f‘=ifz—§~]1{[

Col= | Ii+ T3

Dans la seconde communication (%), nous avons montré que les
systemes | Iy |, |I’2j sont réguliers et découpent des séries complé-
tes sur une courbe bicanoniquec.

Dans cette note, nous supposons que le systeme |I'y| se réduit
i une courbe isolée et nous démontrons que le second systeme
I'y| est 'adjoint 3§ I';| & I',. Nous retrouvons ainst un cas qui a

(') BULLETIN DE L'ACADLMIE ROYALE DE BELGIQUE, 145Y, pp. 362-372.
1) BULLETIN DE L’AcCADEMIE ROYALE DE BELGIQUE, 1960, pp. 47-52.
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L. Godeawx. —— Surfaces de genves arithmdélique et géométvigue zévo

été étudic¢ dans notre premiére note ¢t dont nous avons d’ailleurs,

pour pV = 3, construit un cxemple.

1. Soit I une surface algébrique de genres p, = p, = U, de
genre linéaire $M =5 = 3, dont le svstéme bicanonique ‘CQ‘
est irréductible.

Dans la premiere note, nous avons établi 'existence, sur la
surface F, de deux systémes lindaires |17 ], | Iy tels que les syste-
mes tricanonique |Cy|, tétracanonique [C,| et pentacanomique
|Csy soient

[Cal =110+l (G =D+ T = [T+ T,
|Gy | = | T+ Iy

Rappelons brievement les propriétés établics dans la seconde
note.

Désignons par =, le degré, par =, le genrc ct par 7, la dimcension
du systéme [I';|, par n,, m,, 7, les caractéres analogues de | I,
Les courbes I, I, se rencontrent ¢n un nombre de points que
nous avons démontré étre pair et qui sera désigné par 2n’.

Nous avons les relations

n; + ny, + 4un' = 9= — 1), (1)
m— 1 +my—1 -+ 20 = 6(r — 1), (2)
w' -+ 2n, = 3(m — 1), 7' 4 2m, == 3wy, — 1). (3)

Les courbes tricanoniques C, découpent sur chacune des
courbes Iy, I', des séries complétes non spéciales.
Les systémes | I |, | I, | sont réguliers ct on a

¥y = 0, — {(my— 1), #y=n,— {my — 1).

Les courbes [, I'y découpent sur une courbe bicanonique C,
des séries spéciales completes, d’ordres respectifs #' 4 7 -— 1,
nw +m,—1 et on a

rnw=n +m—1 3 — 1) 4 7,,
7o =0 +my— 1 — 3@ —1) 4 7.
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dont le systéme bicanonique est irvéduclible

Observons ue 'on peat supposer que l'un des systémes |17,
{ I'y| ne contient pas Vautre. Supposons en effet que | I, | contienne
A fois | I')| et que T'on ait précisément I', = A, + A. Les syste-
mes || =] + 1T

de remplacer |IN|, [T

) ‘T}I — |A] sont réguliers et il suffira
par |[IY], | T

2. Nous allons maintenant établir que les courbes Iy décou-
pent sur une courbe I une sériec compléte.

Sur une courbe I, déterminée, les courbes C; découpent une
série linéaire compléte, non spéciale, d’ordre 26’ 4 n,, de dimen-
sion 2#' - 5, —m;. Les courbes C, passant par un groupe G
de cette séric dépendent de 3(w ~—1) — 21" — 5, 4+ =7, parame-
tres et ne rencontrent plus la courbe I7; considérée en dehors de G.
Celles de ces courbes qui passent par un point ultérieur de la
courbe I, contiennent cctte courbe et sont complétées par les
courbes I',. La dimension du systeme 11"2! est donc égale a
3w — 1) — 20" —#ny -7y~ 1. Or, en atilisant les relations (1)
et (2}, on trouve que ce nombre est égal & sy, — (my 1) = #,.
Comme aucune des courbes I, ne peut contenir la courbe 7,
notre assertion est démontrée.

On ¢tablit de méme que les courbes [ découpent sur une
courbe I, une série linéaire complete.

3. Nous nous proposons de déterminer la surface F dans le cas
ou la courbe est isolée. On a alors #y = #ny - (m — 1) = 0,
donc #, = 7, — 1 et, par la premieére des relations (3), #" == 7, — 1

Les courbes Iy, découpent sur la courbe Iy une série complete
d’ordre 27, — 2. Cette séric est la séric canonique ou une série

paracanonique.
On a
7= 3w — 1) — 20 —-my o — 1 = 3= -1)—2m, —1).

51 la série considérée est une séric paracanonique, on a
re = @y -~ 2, c¢ qui donne S{m - -7;) = 1, ce qui est impossible.
Donc les courbes I'y découpent sur la courbe 17 la séric canonique
complete. e plus, on a

py — () —— 2wy, — 1) =, — 1,

c'est-d-dire = = 7.
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L. Godeanux. —- Surjaces de genves avithmétique e géométyique zévo

Les courbes C, découpent sur la courbe I'|, une séric d’ordre
2(m; — 1) qui peut étre la série canonique ou une série paraca-
nonique. Supposons que ce soit la série canonique.

Les courbes C, et I’y découpent la méme série sur . 1)ési-
gnons par | I"(| le systéme adjoint & la courbe Iy, Les courbes G,
et I'] découpent la méme série sur Iy ; 1l en est de méme des
systémes 2C, et 2I'). Or, on a

2F{EC2'+'2F1,

donc les courbes 2C, et C, — 2I", découpent la méme série sur
I'y et 1] en est de méme des courbes C, et 277, Mais les courbes
2@, découpent sur 77 une séric d’ordre 27, — 2 et de dimension
7, —- 2, car |21 ] a la dimension 1; — 1 et une de ses courbes
contient la courbe I'y. On voit donc que [2I'; | découpe sur I') une
série paracanonique et il en est par suite de méme de |G|, con-
trairement 4 niotre hypotheése.

4. Les relations (1) et (2) permettent de calcaler les caractéres
de |Iy|; on a

g = blm 1), my = 30— 1) 1, 7y =7 —— .

Ce systeme découpant sur la courbe I la sériec canonique
compléte et ayant les mémes caracteres que Vadjoint {I'y| a4 I,
coincide avec ce systéme. On a donc [y, = I} et par suite
Cy=1, + I}

D’autre part, le systeme |C,|, ayant la dimension =1 et
découpant sur I'y une série paracanonique de dimension w7 — 2,
1l existe une courbe C, contenant la courbe I, On est donc
conduit & poser

On en déduit
Cop=Cy =01} - X =Ty |- 1I7.

¢t par conséquent X coincide avec I7.

La courbe I') n'est pas une courbe canonique, car son adjoint
| I’;| = |I'{| ne la conticnt pas.
On a
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dont le systéme bicanonique est trréductible

Cy, =220y, Co=1I,4+T, C,=2I].

On retrouve la surface étudiée a la fin de notre premiere com-
munication. Nous avoens montré qu’elle représente une involu-
tion du second ordre, privée de points unis, appartenant a une
surface réguliére possédant une seule courbe canonique. Nons

s

avons construit un exemple pour = = 3

saltino (Vallombrosa), Je 26 aolt 1960.
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