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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRILE PROJLECTIVE DIFFERENTIELLE

Surfaces dont les quadriques de Lie touchent
une ou deux droites,

par Luctex GODEAUX,

Membre de UVAcadémie.

Résumé., — Détermination de surfaces dont les quadriques de I.ie
touchent une ou deux droites fixes.

Continuant nos recherches sur I’enveloppe des quadriques de
Lie d’une surface, nous appelons l'atiention, dans cette note,
sur deux cas particuliers qui nous paraissent préscnter un certain
ntérét.

Nous commencgons par établir 1'équation différentielle des
asvmptotiques des nappes de l'enveloppe des quadriques de Lie
d’une surface, distinctes de celle-ci. Cela nous permet de retrouver
la condition pour qu’il v ait conservation des asymptotiques,
condition quc nous avions donnée autrefois.

Placons-nous dans le cas ol, en dehors de la surface, l'enve-
loppe possede quatre nappes et associons, comme d’habitude,
a la surface, la suite de Laplace ..., U, ..., U, U, V,V,,...,V,, ...
de l'espace a cinq dimensions. Les arétes du quadrilatere de
Demoulin sont représentées par les intersections C, C' de la
droite V,V, et D, IV de la droite U,U, avec 'hyperquadrique
de Klein Q de S, Supposons qu’il y ait conservation des
asymptotiques sur les nappes de 'enveloppe. Alors les points
C, C' décrivent des réscaux conjugués a la congruence (V,V,)
et D, I des réseaux conjugués a la congruence (UU,U,). Les droites
CD, CDY, C'D, C'D’ représentent les faisccaux des tangentes aux
points des quatre nappes de lenveloppe. Si les points C, D
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L. Godeawux. - - Surfaces dont les quadrigues de Lie touchent

appartiennent a une méme suite de Laplace, les asymptotiques
sont indéterminées sur la nappe correspondant a CD et cette
nappe se réduit a une droite touchée par les quadriques de Lie.
Side plus, les points C/, D’ apparticnnent a une méme suite de
Laplace, la nappe correspondante se réduit également a une
droite touchée par les quadriques de Lie.

On obtient donc des surfaces dont les quadriques de Lie tou-
chent une ou deux droites fixes.

Dans ce travail, nous utilisons les notations et les résultats
de notre exposé sur La théorie des surfaces et l'espace véglé ().

1. Soit (x) une surface non réglée rapportée & ses asymptoti-
ques %, v. A cette surface, nous assoclons dans 'espace 5; dc
I'hyperquadrique de Klein () une suite de Laplace

LU, .. U, U, V.V, ... V., .. (L)

dont chaqgue point est le transformé du précédent dans le sens des
#. Le point U représente la tangente a 'asymptotique » au point
x de (x) et le point V la tangente a asymptotique v. Ces points
et la droite UV appartiennent a Q et la suite L est autopolaire
par rapport a cette hyperquadrique.

Les points U;, V; ne peuvent appartenir a Q c¢t nous suppo-
serons que les points U,, V, n'apparticnnent pas non plus a cette
hyperquadrique. Cela implique que les quantités que nous avons

appelées a, 8 ne sont pas nulles.
Les points d’intersection de la droite V,V, et ceux de la droite

U, U, avec Q sont donnés par
C =V, + V,i¢ + (log ak)1%, D = U, + U\ly + (log b4y)"],
olt £, n sont donnés par
2 4+-a=0 24 =0
La droite CD représente un faisccau de rayons de sommet 2
et de plan w. Le point p est un des points caractéristiques de la

quadrique de Lie @ de la surface (¥} ¢t lc plan @ est le plan tangent
a l'enveloppe au point $.

(V) Actualités sciemtifigues, n® 138 (Pans, Hermann, 1431)

Y



wune ou deux droites

Nous nous proposons de déterminer ’équation différentielle des
asymptotiques de la surface (p).
En utilisant les relations

Vi =+ V.(log a3kik,)10 + V) -+ £(log ag)roV
+ 25[BU + Uj(log k) + Uy] = 0,

Uy + Uy(log 8%hth,)™ 4 B,U, 4 nilog by) L
+ 2alaV + Vi (log ak,)'® + V,] =0,
que nous avons ¢tablies dans notre exposé cité, on trouve
(10 = (£ — (log a)t?]C — 20D
+ glog agj1o(Vy 4 €V) + 269(U, + qU),
CO = (hy + £9(V, + EV),
D% = [ — {log 5)11D — 2aC
+ mllog b7)°H(U, + nU)—+ 2a8(V, + £V),
D0 = (h, + 719U, + 1U).

Pour que le point C + oD représente une asymptotique de
la surface {$), 1l faut et 11 suffit que le point

(C + ¢D)todn + (C + ¢B)%dv
appartienne a la droite CD. Ce point a pour expression
{[£ — (log a)**]C — 26D + £(log af)'2(V, + £V)
+ 259Uy + nU) 4 oD + ofky + 719 (U + nU)} du
+{ Uk €V, + €V) + 57D -+ oy — (log 59D - 2apC
+ on (log by) (U, 4 nU) 4+ 20aé(V, + £V)} dv.

Pour notre objet, les termes en U; + nU, V -+ £V doivent
disparaitre, ce qui donne

£log ad)r0du + [k L+ 9 + 2abpldv = 0,
(269 + o(hy + 719]du + on{log bxy)%de = 0.
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En éliminant ¢ entre ces équations, on obtient 1’équation
diftérentielle des asymptotiques de la surface (p), c’est-a-dire

' £(log ag)!odu + (ky + £)dy 2a¢du ;
| 2bmdu n(log by)®ldv -+ (Ru -+ p10du -

o1l encaore

E(hy + % (log ag)todu? 4- [{xnllog ag)l%log bn)®
+ (Ay + )k, + £%Y) — + abénldudv (1)
+ ks + EM)(log by) 9o = O,

En ¢himinant du, dv, on obtient I’équation

£(log aé)re By + €01 4 2aéop
| 20 + (4 2% pn(log bxn)®
qui donne les deux valeurs de ¢ correspondant aux points de la

droite CD représentant les tangentes aux asymptotiques de la
surface (p).

2. Observons que les quantités &, + 7% k&, 4+ £% ne peuvent
étre nulles. Supposons en effet 2, 4+ »1*=10. On a

B0 = — 2h,(log bA,)) %, pn® = hy(log bA,)
et par suite

n + (log &4,)" = 0.

Mais alors, on a D = U,, contrairement & I’hypothése que U,
n'appartient pas a Q. On démontre de méme que &, + €% =0
conduit & C = V,, ce qui est impossible.

Cela étant, pour que les asymptotiques soient conservées sur
les nappes de l'enveloppe des quadriques de Lie, il faut et il
suffit que l'on ait

log &)l == 0, (log bn)® — O,
ou €encore
(log a?a)t® == 0, (log b%B)°* = O,
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relations qui sont conséquence 'une de 'autre, car on a
aa{log a%:)1® = bB(log b2B)oL.
On retrouve ainsi un résultat que nous avions obtenu antérieu-
rement.
Les points de CD qui représentent les tangentesauxasymp-
totiques de (p) sont
20mD — iy 4+ 7*0)C, 2afC — (&, -+ £°HD.
Observons que l'on a
12659D —- (B, + #*O)CI0 = [2(by)*0 4 2b(h, + 7*°]D
— [y + 7' - (B + 910 {§— (log a)**}]C,
[2a6D — (R + £°1)CI10 = [2(a€)% + 2a(ky + £M)]C
[k € 4 (B + €9 { 7 — (log 5)*4}ID.
On en conclut que si ’on représente par U, V les points de la

droite CI) images des tangentes aux asymptotiques u#, v de la
surface (p), on a

U = 2byD — (h, -~ n'OC, V = 2afC — (k, + £49YD.
En effct, les points U, T, V sont cn ligne droite et d'autre
part, il en est de méme des points V, VoL, U.
3. L’équation différentielle des asymptotiques de (p) s’éerit
[(Ry - £ (A, -+ 'Y -— dabiqndudy = O
et les asymptotiques sont indéterminées si 'on a
(kg + £y -+ 71%) — dabén = 0. (2)

Voyons d’abord a quelle hypothése correspond cette condi-
tion (2).

Les points C, D décrivent des réseaux {(u, v) conjuguds respec-
tivement aux congruences (V,, V,), (U;, U,) et tous deux a la
congruence (U, V).

On peut prendre, pour les deux premiers transformés de
Laplace dans le sens des v,

C, =V 4 &V, Cy = (kl T 5‘01)\/_2“5[_}

ScIENCES. — 1080, — 37 - A9
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et pour les deux premiers transformés de D dans Ie sens des «,
D, =10, + 5U, D, = (b, + U — 257 V.
La condition (2) équivaut a dire que les points C;, D, coincident.

4. Sous la condition (2}, les points que nous appelons U, V
coincident en un point G et nous avons

[2a§G — (k) + £9D]0 = [£ — (log a)0][2a8C — (& + £D],
(20D — Uy + *CJ% = [y — (log 6)M[[267D — (2, | »*OC].

La premiére équation montre que le point G est indépendant
de 1 et la seconde qu’il est indépendant de v, Le point G est donc
fixe lorsque #, v varient.

On a

p = 2nx — gm — En — )
et 'on en déduit

p10—— S 1€ — (log @)'0lp = 2thy + PO — m) — hby(yz ),
1 .
D0 — 5[7} — (log BYM)p == 2[(ky + £ (nx — n) — 4aé(éx —m).
L’élimination des points &x —m, nx — n donne la relation
1
by 1 09|10 — 5 (6 llog @0} 5

O+ ) [0 2 (0 llog B9} p] =0

Au point G correspond une droite g d’équations
£y + %2y 4 €29) + 2b0%z + nzy) = 0, 1 (0
zy - €25 + M2y — €nzy, = 0, .

cette derniére étant celle du plan tangent en p a la quadrique
de Lie

2124 _!_ 322-; — 0.
La droite g reste fixe lorsque w, v varient.
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itne ou deux dvoites

Remarquons que la premiere des équations de g peut s’écrire
2a8%(zy 4+ £2) + lky + £9)(zy + 7zy) = 0.

On vérifie que les points p, $1°, % appartiennent a la droite g
et on en conclut que lorsque #«, v varient, les quadriques de Lie @
restent tangentes a la droite g.

5. Les autres points caractéristiques de la quadrique de Lie @,
en dehors de x et de 4, sont
P = 2(Enx + nm + En —y),
Pe = 2(—&nx — wm - fn —y),
ps = 2(—énx + gm — En —v).

Ces points décrivent en général des surfaces lorsque #, v varient.
Les tangentes aux asvmptotiques #, v en $, a la surface (p,)
sont découpées sur le plan tangent

2y — &2y — 2y + €nzy = 0
a (p,) en p, par les plans
§y — 705y — €mre) — 20722 — nz) = 0, (3)
208 (2, — E29) —— (R — £9) {21 — n2s) = 0.

Il convient cependant de se demander si la particularité qui
se présente pour {p) ne peut se présenter pour (p,), (Pa) ou (py).

Observons que les seconds points de rencontre de QO avec les
droites V,V,, U,U, sont respectivement

C' =V, £ Vi[— £+ (log akp)],
D' = U, + U l— 1% + (log bh,)].

Les points C’, D’ décrivent des réseaux conjugués (u, v) et
peuvent appartenir 4 une méme suite de Laplace. Par contre,
aucun des points C’, D’ ne peut appartenir a une suite de Laplace
contenant C ou D, donc la particularité qui se présente pour

ne peut se présenter que pour p,.
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On doit alors avoir
(By — %) (1 — ') — babln = 0, (4)
ce qui entraine, en vertu de la relation (2),
g + kyn® =0, Ak + Y910 — babln = 0. (5)
On en déduit
ny(log ak,)i® 4 £n1® = 0, A(log bh,) % + né® — 0, (6)
n(log ak,)'® + £log bhy)t = 0
et
k& -+ Ryllog aky)1099% — 4abfin = O,
oy + hy(log bA)MEO — habén? = 0,
hikEm - bRy (log aky) 0(log bh,) 01 — 4abEin? = (.

Sous la condition {4) les plans {3) coincident et coupent le plan
tangent en p, a (p;) suivant une droite ¢’. A celle-ci correspond
sur Q) un point G’ qui peut étre représenté par 'une ou 'autre
des formules

25D + (b, — OC7, 2afC" + (ky — E99D".

Ce point reste fixe quand #, v varient. 1l suffit pour le démontrer
de reprendre le raisonnement fait pour G en remplacant £ par
— ¢ et n par — 7.

La droite g’ reste fixe quand #, v varient et, sous les condi-
tions (5), les quadriques de Lie touchent deux droites fixes g, ¢’.

Observons qu’en dérivant par rapport 2 v la premiére des équa-
tions (6), et en tenant compte de la seconde des ¢quations (5}, on
trouve

ke = &n + {log ak,)'® (log bh,)*.

En dérivant par rapport a = la seconde des équations (6), on
trouve la méme expression pour A,. On a donc A, = &,.

6. Appelons C;, C; les deux premiers transformés de Laplace
de C’ dans le sens des » et ID;, D, ceux de D’ dans le sens des #.
Dans nos travaux antéricurs, nous avons introduit le point A,

— 740 —



une ot deux drottes

intersection des droites CC,y, C'C; et le point B, intersection des
droites DDy, D'D;. Dans le cas de conservation des asymptoti-
ques, ces points sont transformés de Laplace I'un de 'autre. Nous
pouvons en effet écrire

A = aV + V,(log ak)'® - V,, B = U + U,(log b4,)* + U,
et nous avons

2A + 2A (log a)*® + 468 = 0,

2B% + 2B (log 6)% + 4aA = 0.

Le transformé de Laplace de A dans le sens des v est l'inter-
section

A, = 2aal + &,V (log ak)* — &V,
des droites C,C, et C{C;. Celui de B dans le sens des #,
B, =268V + 2,U (log bhy)* — £,U,

est l'intersection des droites D,D, et D/D;.

Les points C, = D,, C; = D, décrivent des réseaux conjugués
a la congruence (UV), donc le point B, est le transformé de A;
dans le sens des v et le point A, est celui de B; dans le sens des .
En d’autre termes, 13, coincide avec le transformé A, de A; dans
le sens des v et A, avec celui, B,, de B, dans le sens des u.

On a

ab\ o
A, = 2aaU,; [2&0, (log };) — Gak, (log akl)lo] U
1

=RV (log akl)!o
En écrivant que ce point coincide avec B, on trouve
bk Ry — habaf,
a (Iog Z—b) e 3k, (log ak)'® + B(log k) = 0.
1
IDe méme, en écrivant que B, coincide avec Ay, on a
Rybyhy = habaf,
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ab 10
B (log "—) — 3h,(log b)) - a (log ak,)i® = 0.

ks
Ces deux derniéres équations doivent étre une conséquence des
précédentes, puaisque l'on exprime chaque fois que la suite de
Laplace déterminée par A, B a la période quatre (1).
Remarquons que l'on retrouve la condition 2, = &,.

Liege, le 11 aolt 1960.

(*) Nous avouns étudié la suite de Laplace déterminée par A, I3 dans le cas
général, dans unc Note sur Uenveloppe des quadvigues de Lie d’ une surface {BULLE-
TIN DE L'ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE, 1933, pp. 156-164).
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