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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRILE PROJTECTIVE DIFFERENTIELLIY

Recherches sur la théorie des congruences de droites,

par Luclex GODEATUX,

Membre de ' Académie.,

(remigre conununication)

Résumé. — Etude des congruences non W de droites en utilisant
systématiquement la représentation de ces congruences par des
surfaces tracées sur 'hyperquadrique de Klein,

Notre but dans cette note ¢t dans celles qui lui feront suite
est I’¢tude des congrucnces de droites en utilisant systématique-
ment leur représentation sur U'hyperquadrique de Klein. Une
congruence de droites (7) €tant donnée, le point J qui représente
la droite 7 sur hvperquadrique O de Klein de Despace & cing
dimensions S;, décrit une surface (J). Si cette surface satisfait
4 une équation aux dérivées partielles du second ordre, la con-
gruence (7) est une congrucnce M. Nous cxcluons ce cas de nos
considérations. La surface () satisfait alors a quatre ¢équations
aux dérivées partielles du troisieme ordre. Ce fait a été utilisé
par M. Rozet, qui a réussi a se servir dans ses recherches des
transformations de Laplace généralisées dues & MM. Bompiani
et B. Segre {(1). Ce n'est pas a ce point de vuce que nous nous
plagons ici.

SiT'on considére les surfaces réglées de la congruence {7) passant
par une droite déterminée 7 et les demi-quadriques osculatrices

(V) Recherclies suv la Géomdétrie projective rélégée difjdrenticlle (AlEA101R7S DT LA
SOCIETE ROY. DES SCIENCES DE 1LIEGE, 1933), Suyles congruences won W de droites
(Collcque de Géomdtrie différentielle du Centre belge de Recherches mathéma-
tiques tenu a Louvain en 1951, Paris ct Licge, 19313,
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Liucien Godeaux

& ces reglées le long de la droite 7, Koenigs a démontré que les
génératrices de ces demi-quadriques engendraient un complexe
du second ordre {!). Nous rctrouvons cc théorcme en nous
servant de la surface (J), ce qui nous permet d’utiliser certaines
recherches de Del Pezzo et de C. Segre (3). Nous considérons
ensuite les suites de Laplace assocites dans l'espace S; aux sur-
faces focales dc la congruence, surfaces que nous supposerons
non réglées. Cette premicre note sert d’introduction a 1'étude
des relations entrc les quadriques de Lie des nappes focales e 1a
congruence, qui scra poursuivie dans les notes suivantes ().

Nous utiliserons les notations et les résultats de notre exposé
sur La Théovie des surfaces et I"Espace reglé (2).

1. Solent (7) unc congruence de droites, #, v les paramctres
de ses développables, (x) et (%) ses nappes focales. Nous suppose-
rons que celles-ci sont des surfaces proprement dites, non réglées.
Nous supposecrons de plus que les arétes de rebroussement des
développables 2 (sur lesquelles # varie) appartiecnnent a la sur-
face {x) ct quec cciles des développables ¢ appartiennent a la
surface (¥). Dans ces conditions, les équations de la congruence (7)
peuvent s’éerire

ox ox

[# SLI

20 avzﬁx’

a et B étant des fonctions de 1, v différentiables autant de fois
qu’il sera nécessalre. Nous écrirons ces équations, pour simplifier
la typographie, sous la forme

x10 = ¥, X0l = Bu,

(1) Sur les propriéids fnfinitésimales de Uespace végld (ANNaLEs DE LU'LcoLe
NORMALE SUPERIEURE, 1882).

(%) DEL ezzo, Sugli spust fangenti ad wuna superficic od @ wua vavicld inintersa
i uno Spasio di pile dimensioni {REND. Accap. Naronr, 1886). C. SEGRE, Sv una
classe di superficie delliferspuzit legate colle equariont Linear! alle devivale parvziali
di 29 ardine (ATl AccaD, Torixo, 1306-1907 ; Opere, volume I},

{2} Nous avons déjd, dans une note antérieure, lié le théoréme de Koemnigs 4 ces
recherches. Voir notre note Swuy un (hdovéne de A, G, Koenigs (BULLETTN SCHEN~
TIFIQUE DE £’ 1IcoLE PoLyTECHNIQUE DE Tiaisoara, 1028).

(1) Actualités scientifiques (Paris, IHermann, 1931).

Dans un travail qul paraitra prochainement, nous avons démontrdé que si les
aquiclriques de Lic des nappes focales d’une congruence relatives anx fovers d'une
droite se conprent suivant les cdtés d'un quadrilatére ganche, ka congrucnce cst W.
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Recherches sur la théorie des congruences de drotles

Les points x, ¥ satisfont aux équations de Laplace
211 — x10 (log. @) — qf8x = 0, (1)
F11 — &% (log. 81 — afx = 0. (2)

A la droite 7 correspond sur Vhyperquadrique Q de Klein de S5
un point | engendrant une surface (]J).

Nous supposerons que la congruence () n'est pas une con-
gruence VW et que par consequent le point | ne satisfait pas a une
équation aux dérivées partielles du second ordre.

Nous poserons

J=1Ix %]
et ensuite
U=|x x9|=na]J, Ve=|x x0]
U= |z #°] V=|z z9|=—p8].

Les droites UV, UV représentent les faisccaux des tangentes
aux surfaces (x), (¥) aux points x, ¥ et par conséquent appar-
tiennent a Q.

Les points

J’IO — \x 710 ‘, Jor — {x”l T 1’
Jzo = U =+ [x 720 ‘, J'11 — a;BJ + ‘I_m 10 [}
Jo = — BV — % x|

ne peuvent appartenir 4 un hyperplan puisque la congruence
n’est pas W. Ils déterminent donc complétement 'espace S;.

2. Une réglée R de la congruence est obtenue en supposant
7¢, v fonctions d’'une variable ¢ : « = u(f), » = »(¢). Elle est re-
présentée sur la surface (J) par une courbe £

La demi-quadrique ¢ osculatrice a la réglée R le long de la
droite 7 est représentée par la section de I'’hyperquadrique Q
par le plan osculateur a la courbe £ au point J. Ce plan est déter-
mine par les points

J, Jlﬂf_ff _'_ JO]"U!,
:[‘.!0.%’2 _'_ 2‘.]11'.!!;?,’; _'_ ‘]'02.2)’2 ____ JJO'U ik _+_, JOIU ”_

SCIENCES. — 1960, — 301 — 21
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Un point de 5; peut étre représenté par
XJ A XoJ'0 A+ X1 J O+ Koo + X JV A+ XpeJ %2,

et les X sont les coordonnees locales de ce point. Le plan considére
a pour équations locales

. ’
VX — W Xgr _ Xy X Xo2

*

'y

vt w'® 2uly’ T v
Le lieu de ce plan est Uhyperquadrique
Xf1 — 4)\'20)"02 = (.

C’est un cdne avant pour sommet le plan JJ°J°! tangent an
point ] a la surface (J). Nous ddésignerons ce plan par w.

On retrouve ainsi le théoreme de Koenigs: Les demi-quadviques
osculatrices aux réglées de la congruence (1) le long dune droite ]
appartenant a toutes ces réglées, appartiennent a un compblexe du
second ordre.

3. Désignons par o le plan tangent en x a la surface (x), c’est-
a-dirc le plan osculateur cn ¥ & la courbe v et par o le plan tangent
en X 4 la surface (¥), c’est-a-dirce le plan osculateur en x & la courbe
2 de (x).

Aux droites du faisceau (x, o) correspondent les points de la
droite JV et aux droites du faisccau (%, o) les points de la droite
JU de Q.

A la développable des tangentes 4 une courbe « de (x) cor-
respond sur Q une courbe 2+ appartenant 4 la surface {J) ot dont
les tangentes apparticnnent & (). On c¢n conclut quaux droites
du faisceau (x, o) correspondent les points de la droite JJto,
De méme, aux droites du faisceau (&, o) correspondent les points
de la droite J]JoL.

Aux droites de la gerbe de sommet x correspondent sur Q
les points du plan JJ'°V et aux droites de la gerbe de somimet x
les points du plan J]*U. Aux droites du plan o correspondent
les points du plan J ]V et a celles du plan o les points du plan
JJoU. Ces plans appartiennent done & Q.

L’hyvperplan polaire du point J par rapporf a Q contient les
droites JV, JU, JJt¢ JjJ°. Celui du point J!° contient les plans
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JJ*V, JjroU et par suite les ddroites JV, JU. Enfin celui du
point J° contient les plans JJo1V, JJo1TU et par saite les droites
JV, JU. On en conclut que le plan conjugud du plan & = JJ10Jot
est le plan @’ déterminé par les droites JV, JU. On remarquera
que les plans m, @ n'appartiennent pas a Q.

4. Considérons les régldées R de ia congruence (7) qul se rac-
cordent le long de la droite 7. Aux demi-quadriques osculatrices
4 ces réglécs le long de 7 correspondent dans & les plans oscula-
teurs passant par la drotte jolgnant les points J, J2% + J0.
Le licu de ces plans cst espace o trois dimoersions S, passant

par les point J, J1° J9' et par le point
¥ =:{}, Xy = (3, Xgp = U, =0 =

Cet cspace passe par lc plan @. 11 coupe Q suivant une qua-
drique dont Jes points représentent les droites d'une congruence
bilinc¢aire. Les directrices de celle-ci ont pour 1images les scctions
de Q par la droite conjuguce de Uespace S, Cette droite appartient
au plan »’ conjugué de w et les directrices sont donc representces
par des points des droites jV, jU.

On obtient ainsi un sccond théordéme de Kocnigs @ Les denii-
quadriques osculalvices aux réglies de la congritence se vaccordant
le long d'une drvotte §, appartiennent & wunc congruence bilinéaive
dont les directrices sont tangenies une a la surface (x) en x,
Pasulve @ la suyface (X) en X.

Si l'une des reglées R est obtenue en posant « = u{d), v = v{{),
les directrices de la congruence sont ¢videmment la tangente en x
a la courbe f tracée sur {x) ct la tangente en ¥ 4 la courbe ¢ tracée
sur (). Ces tangentes sont representées sur O par les points
- L dx

r =aJu + Ve, A= v = — BJv + Cu',

L dx
A= x
: dt

dt

La droite AA est donc 1a conjugude par rapport & O de 'espace
a trois dimensions S5, qui vient d’étre rencontré,

Observons que les points A, A sc correspondent dans une
homographic. Si é =, ona A =af, A = U et sift =7, on a
A=V, A:=- B]. On en conclut que la dreite AA enveloppe
unc conique tangente cn ¥V & la droite JV et en T a la droite JT.
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5. Représentons par 2(4, g) = 0 la condition pour que deux
points $, g soient conjugués par rapport a Q, de telle sorte que
l'équation de cette hyperquadrique soit Q2(p, p) = 0.

Nous avons

Q(J! J) = 0’ Q(J! JIO) = O, 'Q(J: JDl) == O,-
QU J1% =0, LJ*, JN =0, £2(J, J) =0,
2], T2 = 0, QJre, I = 0, (], J%2) = 0.

On a ensulte

X
10

=

Q0 T — Q(x B, |x & ]) =" | = QV, ).

01

R

Cette derniere quantité ne peut étre nulle, car autrement les
tangentes xx% a (x) et £x1° & (¥) se rcncontreraient et les plans
focaux de la congruence seraient confondus, contrairement
a l'hypotheése faite au début.

Nous avons encore

QLI = — 2V, U0), QJw J1) =0 0% J1) =0,
QU M) = — 22V, T), 0, J%) = (Ve U),
-Q(Jm, J?D) — Q(V, Ijm), .Q(J“, Ju) — .Q(V, ‘510 3320‘ ),
Q(Joz’ J’ll) — Q([:" Exm %02[ ),

Q(J20, J29 = 2a2(C, |x x29]),

QI J%) = 28Q(V, (59 x|),

2%, J®) = — aBR(V, T) 4 2(Vor, T™).

I.’équation locale de 'hyperquadrique Q est par conséquent
L2V, Ij) XioXor — XXt — 0fXaoXee — afiX]

+ X1pXg2 £2(V O, U} =4 Xp1Xae AV, U0)

+ aX3 (T, |x 2200 ) 4 XgoXao 2(Vo, ULY) + BX3,Q(V,

+ XpaXao $2(V, 1210 £20] ) - Xy; X 82(T, (601 92| ) = 0.

X% %)

6. Lcs points J, J2°, ..., J°2 déterminant 'espace S;, les points V
et U doivent s'exprimer linéairement cn fonction des points

— 304 —



Recherches sur la theovie des congritences de droifes

précédents. On a
LV, ]y =0, 2V, 1'% =0, QV,J" =0, QV, Yy =0,
et on en déduit
V=al(V, U) [JQU, |x0x02|) — JoVor T) 4 Jo2(V, TU)]
+ QV, |20 ) [JQV, [mox0]) — JrRV, TY) 4 J*QV.0)].
(3)
De méme, on a
QQU, ) =0, U, Jw© =0, XC, Jo9y =0, U, 'y =0
et on en déduit
T = BQV, T) [JQV, {0520 ) — Jrov, 019 + J20Q(V, U)]
+ 0, |xx20 ) [J(T, |20t x%2 | — JOrQ(V, T) 4 Jo2Q(V, U)j.
(3)

Les équations du plan JVU sont :
XIU'Q(Y\I’ I-j) -+ x:zo .Q(V, Elﬂ) == 0, X1 = O,
Xe2 2V, U) + X2 Q2(Vo1, T) = 0.

On remarquera que les points x2°, 20, .. s’cxpriment linéaire-
ment en fonction de zx, &, x°1, 10 Il existe par suitc certaines
relations entre les coefficients des formules (3), (3'). On pourratt
les déterminer directement en calculant de deux manieres £2(V,
J29), 2(V, 1°2) au moven de (3) et 2(T, J29), (T, jo2) au moyen
de (3).

7. Désignons par &, » les asymptotiques de la surface (x). On
passcra des variables #, v aux variables £, 5 par les relations

7 — ’H(g, ’r?:l, o o= U(‘f, ’rﬂ,

L _ X . a(u, v}
le déterminant fonctionnel —-. :
a¢, m)

Nous représenterons surQ par X, Y les tangentes aux asympto-
tiques €, » en un point x. Nous aurcns donc

X o g v® (4)

n’'étant pas nul.
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Le réseau (2, v) étant conjugnd, le quaterne (J, V, X, Y) cst
harmonique et on a donc

i du ot ow ~
ou v ol gy )
o0& On on o0¢

I.es conditions pour que les courbes &, » soient les asvmpto-

tiques de (x) s’expriment les &quations

o2y &x ox
) YT + 2B, — —{— A = (},
652 -1 1 ag 1 87} 1
0% ox _ ax

4 Da, — 2b, — + ec,x = 0,
87’;‘2 ; (1_6 -+ _57} — CLYX

les a, b, ¢ ¢tant des fonctions de &, »n donc de 2, v ot los équations
étant complétement intégrables.
Parnii les conditions d’intégrabilité, on trouve

da, 00,

8n o

et on est donc conduil & poser

20, = i log. 0), 25, i log. 8),
ag Z ) - a o )
7

¢ étant une fonction de &, %. Nous écrirons les équations
précédentes sous la forme

o2y 7 X ox

— 4+ = (og. ) = + 262 L o =0,

g2 Y (log ) o o €1 -
-

02x b ox ox . )

— — (log., &) -— y — 2x = O,

E —+ p (log. #) ™ + 2a ok + cyx 0

ou encore sous la forme
Pi(x) - v = 0. Fy(x) + cpv = 0.

— 306 —



Recherches sur la théorie des congruences de droifes

Passons aux variables 122, ». Les équations {7) deviennent

[ S\ 2 ( )‘1 [ O Ov ]
H __ i o2 . 10 ! 1 0l
( g) 02| 2 vio | W (1) 2% ag(lob a) N
\ dit Qv
Loq6l l}’(?]—k[_uﬁag 3¢ cl]x 0,
A% ou\ o ] oit dv
x20 (5”*?) + x02 (-8;) -+ x0 | ¥, {v) + 287; o {(log. ﬁ)m]
4 O ey
Lo R0, (g} i [?_ab’ on v cg] v = 0. &)
RCUR

La surface (x) ne pent satisfaire gu’a deux équations aux
dérivées particlles. L'une est 'équation (1) et les équations (8)
doivent donc étre identiques, On a par constéquent

£y 2 Jdvy2
(a”) ( ?) w227 % (og. wyo

o) \og! o O B
(8-;;)2 o (av)z - W () o (9)
o o ot v
. 208 — — + ¢
_ W, () Pt o
o g o gt o
Yo - 2 — — (log. /110 2af — 4 ¢,
2 (V) o 57 (log. f) B o on T

Observons que la premiere de ces éguations,

(8-2; 8?;)2 (6135 gu )2 _ 5
of o on 0¢8]
est vérifice identiquement en vertu de (6).
8. Les points X, Y sont transformés de Laplace I'un de 'autre,
les variables étant & . On a
OX o Y 0
— +X —(log. 8, 20y =0, —-+ Y —(log.? 2aX = 0.
5 T X 5 g 0) + Gyt Y, oe 0 + 2
Obscrvons que ces relations peavent s’écrire
o (X Y o g (Y X
— =)+ 20-=0 — | = — = 0.
ag(a)' g=" aq(9)+2“9 ¢
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X
Le transformé de ) dans le sens des 5 est
0 (X X 9
ER (5) -3 3 108" )

r - X]
Nous le désignerons par o et nous aurons

On en:déduit

0X, %
—_— = X _— L 4
aé lag (105‘3 H) i kIX;
en posant
2
Hio (log. b) - 4ab.

L

X
Le transformé de ?l dans le sens des % est

¢ Xl) X, 0 _
o (“'9— =% o (log. d4y) ;
, X,
nous le représenterons par s et nous aurons
a
X2 — aX] - Xl - (].Og. 61319).
dn an
Nous avons
X, J ,
Eh; = ngg (log. bhy) + R, X,
ol
2
By == — T (log. biy) + hy.

De méme, les deux premiers transformes de Laplace successifs
de Y dans le sens des & sont
oY

o .8
&1_8—5 ——Sa—é(log. af),
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oY, .0

73 o
o2

afan

Y, =

(log. ak .0},
ol

Ry = (log. a) -+ 4ab.

9. Nous désignerons par £, 7 les paramctres des asymj mptothues
de Ja surface (¥). Nous aurons u# = u( (& 1), v ="v&7), N, e Jacobien
de ces fonctions n’'étant pas nul.

Nous repreésenterons par X, Y les points de () images des
tangentes aux asymptotiques E 7 en un point X. Nous aurons,
d’une maniére précise

— l_ox | _0ox' ou I p% ov
X::x—_ ﬁ.x—_—_—+— X —_— —= =
|~ . | omwipg . ovlpg
ov _ cdu
=—BI= +0 =,
a& o0&
— ! X T _ g
T 5% gy g
| dn | an Bn

On pourra développer, pour la surface (%), ce qui a été fait
pour la surface (x). D'une manicre précise, on pourra ¢crire les
relations (7), puis les équations (8) et (9), en surmontant d'une
harre toutes les lettres, sauf #, v,

Les deux premiers transformés de Laplace de X dans le sens
des % sont

= X
%, = X7 (10g. 59,
o 97
- oX, = @ =
X, = — X, —= (log. bk,0).
87; 877 -

Les deux premiers transformés de Laplace de Y dans lc sens
des £ sont

Liege, le 12 avril 1960.
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