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COMMUNICATION D'UN AMEMBRE.

CEOMLETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIRLLE

Sur les congruences de M. Wassiljew,

par Luciexy GOLDEATN,

Moembre de I'Acaddémie.

Résumé. — 51 les quadriques de Lie des deux nappes focales d’une
congruence W aux foyers d'une droite se touchent le long d'une droite,
il ¥ a conservation des asymptotiques sur les différentes nappes de
I'enveloppe de ces quadriques.

Dans son bel ouvrage sur Ia théoric des congruences de droi-
tes (1), M. Finikow ¢tudie, sous le nom de congruences de Wassil-
jew, des congruences de droites telles que les quadriques de Lie
des nappes focales aux foyers d'une méme droite se touchent
le long d'une génératrice commune. Ces congruences sont des
congruences W,

Les développements de M. Finikow sont analvtiques. En sup-
posant au dé¢part que la congruence cst W, on peut obtenir rapi-
dement des proprietés des congruences envisagées en utilisant
les mdéthodes que nous avons développées antérienrement ().
C’est ce que nous nous proposons de montrer dans cette courte
note,

Nous utilisons les notations ct les résultats de notre Expose
qui vient d’étre cité.

(Y S, P FiNixkow, Tieovie der Kongruenzen, Tradmt du Russe par G, Boo
{Akademic-Verlag, Berlin, 185%).

(2) Swur la théorie des surfaces ¢f Uespuce régld, Actualités scientifiques, 120 138
(Paris, Hermann, 1334},

— 220 —



Lreivr Godeaux., — Nurles coivavieences de Mo WWassddjew
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it () une congruence VW odont nouns ddsignerons par (x),
(1) les surfaces focales ot solent @, v Jes asvmptotiques de ces
surfaces.

Représcitons par
ey [ oy I»I} ‘L)

TR

VoV, LV (L)
R GO GO BN UAN VOV LA (L)

les suttes de Laplace associées dans Despace 55 aux suriaces
focales {x), (&).

Le point ] représentant la droite ;7 sur hyperquadrique Q
de Klein de 8, est Uinterscetion des droites UV, UV, Il appar-
tient a unce suite de Laplace

‘2 .J}?: e J]: JJ J*l: crea J HES (?)

tnscrite dans les suites I, I. Le point J, appartient aux droites
U,U,., T,C, , et le point J_, aux droites V,V,_,, V,V, .

La quadrique de Lic @ attachdée au point x de la surface (x)
est associde aux plans UU,U, ot VV |V, Les scctions de QQ par
ces plans représentent les génératrices rectilignes des deux modes
de @. De méme, la quadrique de Lie @ attachée au point ¥ de la
surface (¥) cst associde aux plans TT, T, TV vV,

Les plans UU,U,, TU,U, ont ¢n commun la droite J,J. qui
coupe Q cn deux points M,, M, et les plans VvV, V', VV,V, une
droite J_ ] , coupant Q cn deux points N;, N, Aux points
My, M., correspondent deux droites iy, #t, ot aux polnts Ny, N,
deux droites 1y, 17,. Ces guatre droites forment Nintersection des
quadricues @, @ ct sont les cdtés d'un quadrilatére gauche.
D’une manicre précise, les droites iy, i, sont des génératrices
de méme mode que xx1° sur @ et de méme mode que £ sur .
Les droites s, 7, sont des génératrices de @, D respectivement

de méme mode gue ay®, Frol

2. Pour que la congruence () soit une congrucnce <e M. Wassil-
jesw, 1l fant que les quadriques de Lie @, @ se touchent le long
d'une géndratrice, par exemple le long d'une géndratrice de méme
mwode que axt® I Iin d'aatres termes, les droites my, w2,
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doivent &étre confondues cen une droite s et la droite J;J, doit
toucher 'hvperquadrique QO en un peint M, image de .

Supposons en premier lieu gue, lorsque u, v varient, le point
M déerive une surface (M), ce qui est le cas général. '

Lorsque #, v varient, la droite J,J, engendre une congruence
dont les nappes focales sont les surfaces (J,), (J2). Actuellernent,
cette droite touche la surface (M) et celle-ci est donc une des
surfaces focales. La surface (M) ne peut coincider avec (],) car
le point J, apparticnt & la droite UU,; qui ne rencontre @ gqu’au
point U (ot il v a contact). Par conséquent, Ia surface (M) coincide
avec (Jg).

La droite UL U, coupe Q en deux points dont 1'un est le point
A, qui engendre un réseau conjugué o la congruence (U,U,).
C’est, comnic nous 'avons établi, la condition nécessaire et
sufflsante pour qu’il v ait conservation des asymptotiques sur
les différentes nappes de 'enveloppe des quadriques de Lic @
de la surface (x). De méme, 11 v a conservation des asymptotiques
sur les nappes de Penveloppe des quadriques de Lie @ de la sur-
face (X).

Obscrvons que le second point M d’intersection de la droite
U, U, avec QQ engendre ¢galement un rdéseau conjugué a la con-
grucnce (U,U,). Le second transform¢ de Laplace de M dans le
sens des ¢ est un point J7 de la droite UV, engendrant un réseau
conjugué a la congruence (UV). La droite §°, qu’il représente,
engendre unc congruence W dont (v) est une surface focale.
Sily, ki osont les deux premiers transformés de Laplace de J°
dans le sens des 2, [, coincide avec A’ ct la droite J, ], touche
Q au point M’ = J,. La congruence (j) est ¢galement unc con-
grucnce de M. Wassiljew (1).

Il v a conservation des asymptotiques suy les différentes nappes
des enveloppes des quadrigues de Lie des nappes focales d'une
congruence de M. Wassiljew. Chacune de ces surfaces est nappe
focale d’'une seconde congruence de M. Wasstljew.

3. On peut arriver rapidement, analyvtiquement, aux résultats
précédents.

{1y En partant des points d’intersection de la droite V|V, avec 0}, on obticndrait
encore deux autres congritences de M. Wassiljew avant (1} comme surface focale.
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Nous pouvons écrire
J =AU —uV
avec
0 4 264 = 0, AL+ 24 = 0,
En posant
p = Ot — p(log b)Y, py == pi' — py (log bhy),
on
Ji=pU—wC, Jy = mU,— Uy,

La condition pour que la droite J,], touche Q s'écrit

pr + Bt — 2p[p, + gy (logy 8)° + Bu) = 0.
En dérvant cette relation par rapport a 2, on a
bAlies + gy (log 6A)%* 4+ Bul = 0
et comme bA n'est pas nul, on a
e + 1 (log bh) 4 Bu = 0.
Par (1), on obtient
pi + But =0
Un calcul simple montre que l'on a
£2Ju)2) =0, 2(Js Jo

En dérivant la relation (2} par rapport a4 ¥, on trouvce

0, M = J..

(log b2B)01 — 0,

(1)

condition analytique nécessaire et suffisante pour quw'il v ait
conservation des asymptotiques sur les différentes nappes de

Penveloppe des quadriques de Lie de la surface (x).

4. Supposons maintenant que le lieu de M soit une courbe,
Celle-ci remplace une surface focale de la congruence (J,].) et
T, coincide encore avec M. T.a suite 7 s’arréte au point J, en pré-

sentant soit le cas de Laplace, soit ic cas de Goursat.

Supposons cn premier lien que ce soit le cas de Laplace. Le

point M ne dépend alors que de 7.
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Les tangentes aux courbes v aux points d'unc courbe #« de la
surface (J,) forment un céne dont le sommet est un point A
Par conséquent, les tangentes aux courbes v aux points d’une
courbe u de la surface (U}) passent ¢galement par le méme point
AL On en conclut que le point U, coincide ¢galement avec M et
que la suite L s’arréte au point U, en présentant le cas de Laplace.

Il en est de méme de la suite L.

5. Supposons que la suite 7 s’arréte au point J, en présentant
le cas de Goursat. Le point M ne dépend que de .

ILes tangentes aux courbes ¥ aux points d'une courbe « de
la surface {},) sont tangentes a la courbe (M) et forment donc
unc développable dont (M) est 'aréte de rebroussement. On en
conclut que cette cdéveloppable cst précisément la surface (J,).

Considérons une courbe i de la surface (U)) ct les tangentes
aux courbes v aux points de cette courbe 2. Ces tangentes doivent
rencontrer la courbe (M) en des points variables. Si nous consi-
dérons une courbe # de la méme surface, les tangentes & cette
courbe doivent passer par un point fixe de la courbe (M). Cela
n’est possible que si les courbes v sur (U)) sont les tangentes & une
courbe (L,) dont l¢s points ne dépendent que de #. On en conclut
que la suite de Laplace L s’arréte au point U, en présentant lc
cas de Goursat. La surface (U)) est la développable d’aréte de
rebroussecment (U,) ot la courbe (M} est tracdée sur cette dévelop-
pable.

De méme, la suite de Laplace I s’arréte au point T, en présen-
tant le cas de Goursat.

Licge, le 16 mars 1960.

{11 Nous avons pu démaontrer récemment que s les guadrigues de Tlie des
nappes focates d'unc congruenee aux fovers d'unce droite se rencontrent suivant
les c¢Otdés d'un gquadrilatd re ganche, la congruence est W, Voir une note en cours
dimpression dans le Bulledin des Sciences Mathdmatigues,
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