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GIROMETRIE ALGEBRIQUE

Une surface bicanonique de Pespace
a quatre dimensions.

par Luciexy GODEAUXN,

AJembre de 1 Académie.

Résumé. — Construction d’une surface algébrique mnormale de
I'espace a guatre dimensions possédant une courbe canonique isolée,
dont le systéme bicanonique coincide avec celul des section hyper-
planes et dont le diviseur de Severt est égal a trois,

Dans cette note, nous construisons unc surface algébrique
normale, du douziéme ordre, dans un espace i quatre dimensions,
interscction compléte d’une hyperquadrique et d'une hypersur-
face du sixiéme ordre. Cette surface possede une courbe canoni-
que isolée et son systéme bicanonique coincide avee celul des
sections hyperplanes. De plus, son diviscur de Severi o est égal
& trois. Cette surface est réguliére et scs genres ont pour valeurs (1)

I‘b{x:?y:i!p(nz‘i) P,=5.

Nous obtenons cctte surface comme image d’une involution
cyclique du troisitme ordre, privée de points unis, appartenant
a4 une surface interscction de deux hypersurfaces cubiques d’un
espace a quatre dimensions, surface dont le systéme canonique
est celui des sections hyperplanes. Cette propriété cst due a
F. Enriques (2) ; nous en donnons unc démonstration a la fin
de ce travail.

{1y Notons que 'intersection compléte d'unc hvperquadrique et d'une hyper-
surface du sixicme ordre dans 5* a en général des valeurs supéricures pour les
genres.

(2) Exripues-CaMpeDELLL, Lezioni sulle teoria delle sicper ficie algebriche, p. 335
(Padova, Cedam, 1932}, V. FxriQuis, Le superficie algebriche, p. 236 (Bologna,
Zanichelli, 19%19].
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Nous supposons d'autre part connues nos recherches sur les
involutions cycliques appartenant a une surface algébrique (1).

1. Considérons dans un espace linéaire S, a4 quatre dimensions
4
I'homographie H de période trois

SRR s . . T
xo. xl.x:?‘. 3.x4—x0. exl. Exg. E}l:‘- ex_l,

ol e est une racine cubique primitive de 1'unité, ct les hypersur-
faces cubiques

2 . Lo .
Xo(@oo¥o ~F Ays¥iXy & A14%1 Xy + @ag¥o¥y |+ d24%,%,)
+-ag(wy, %5) + Byl¥a, x4) == 0,
S-S A ’ ’ r -
XolloeXy -+ A13%1 s+ A1a¥ Xy - Aosy¥3 + gy ¥aX y)

- a:r;(xl,- Xs) —i—B:;(-”L’-;;, %,) =0

oll ay f, aj By sont des formes binaires du troisieme degré.

Ces deux hypersurfaces sont transformdes en clles-mémes par
I'homographic H et elles ont en commun une surface I¥, du neu-
vieme ordre, sur laquelle H détermine une involution I du troi-
sieme ordre,

Les axes ponctuels de ’homographie sont le point 0,, et les
droites 0,0,, 0;0,. 51, comme nous le supposercns, les formes
a3, Ba, as, By n'ont aucunes relations entre elles et I'une au moins
des quantités a,,, g, est différente de zéro, la surface F ne
passe pas par (4, et ne rencontre pas les droites 0,0,, 0,0,. L'invo-
Iution I e¢st donc dépourvue de points unis.

Nous désignerons par I'" une surface image de l'involution.

2. Le systéme canonique |K| de F coincide avec celui des
sections hyperplanes et d’autre part la surface est réguliére.
Elle a donc les genres

/[ba - z’bg - 5! ?b(l) = 10, P2 - 15,...

(1) Voir notre exposé sur Les involulions cyeligues apparfenant & une surface
algébrigue (ACTUALITES SCIENT., n° 270, Paris, Hermann, 1935} et notre Mdmoire
suy les suvfaces muliiples (MEMOIRES IN-8% DE L'ACADEMIE ROVALE DE BELGIQUE,
14523,
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Si p, désigne le genre arithmétique de F', on a
po +1=3ps + 1),

d’olt 4, = 1. La surface [’ est réguliere comme F, donc on a
aussi p, = 1.

Le systéme canonique | K| de F contient trois systémes linéaires
appartenant a l'involution I :

La courbe isolée K, découpéc sur ¥ par ’hyperplan x5 =0 ;

Les courbes K,, formant un faisceau, découpdées par les hyper-
plans Ax;, + Axy, = O

Les courbes K, formant un faisceau, découpées par les hyper-
plans Azx, + A, — O.

Nous désignerons par K, K;, K, les courbes homologues
sur la surface I+,

IL.a courbe canonique de F' étant isolée, cst nécessalrement
la courbe K dont le genre, d’apres la formule de Zeuthen, est
,pftl) — 4.

La bigenre de¢ I¥* est par conséquent ¢gal & Py = 5.

Les courbes bicanoniques de F' sont découpées par les hyper-
guadriques. Dans le systéme bicanonique, il v a trois systemes
linéaires partiels composés au moven de Uinvolution I ; ce sont
les systémes

a UV .
Ago¥p F As¥ Xy + ANy i AgaXa¥y 1 Agg¥edy — O, (1)
. . 2 H 2
Ap1XoXy = AgaX g == AgaXs 4 Ay Xax, + Ay = 0, (2)
' 2 . 2 ‘
Aok o¥s | Aga¥oXy + AnXy - ApaX X + Agpyi = O, (3)

3. Pour obtenir les équations d’un modéele projectif de la sur-
face ¥, rapportons projectivement les hyperquadriques du
premier systéme aux hyperplans d'un espace lindaire a quatre
dimensions S en posant

> . a2 I - 4 . - A
PX oo Ko, PRy = XXy, cvs PRy = Xk (4)

L’élimination des x nous donne tout d’abord 1'équation
XisNoa — Ny Xy = 0, (5)

qui représentc une quadrique dans ['espace X, = O et par consé-
quent, dans S;, un cbne quadratique de sommet Oy,
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Observons maintenant que le produit «,8; par exemple, s’ex-
prime, par les formules (4}, en un polynome du troisiéme ordre
en X, Xj,, Xas X,y Nous représenterons par o, op les poly-
nomes obtenus en parlant de a.8;, a3, par iy, i, ceux que
Fon obtient en partant de a,8,, «iBs.

Enfin, nous poserons

fr = a0 -+ 213X35 + -0+ @94%5s,
r r F !
fi = agXy + aaXys + ... + @5 %o,

Des équations de la surface F, on déduit alors

Xolhfilpr -+ 92) '—f%ﬂba ﬁ .fiz'yblj — (91 — @)% = 0. (6)

Les équations 5) et (6) représentent la surface I''. Elle est du
douzi¢me ordre, car le systéme découpé sur I’ par les hyperqua-
driques (1) a le degré 36.

La courbe canconique Kj de F* a pour équations

Ng=10, 9,—9:=0, X;3X5,— X;;Xp3 =0.

C’est une courbe du sixieme ordre intersection, dans V'espace
a trois dimensions X, = (0, d'une quadrique et d’une surface
cubique. Elle est donc de genre quatre.

Observons que dans ’équation (6), X, parait au troisieme degré
au plus, par conséquent 'hypersurface (6) a un point triple en
Og. Léquation (5) représentant un c¢dne de sommet 0, la sur-
face ¥’ a un point sextuple en ce point. Le cdne tangent & I'hy-
persurface {6} en 0, a pour équation

f a 2 _
ﬂoo%o(‘?l + 95) — aoo‘!’z - aou‘,bl = 0.

4. Au systéme bicanonique |2Kgl de ¥’ correspond sur I I'un
des systemes découpés par (1), (2) ou (3). Comme le systéme
bicanonique doit compter la courbe canonique comptée deux
fois, c’est le systéme (1) qui convient. Les sections hyperplanes
de I’ constituent donc le systéme bicanonique de cette surface.

La surface T’ est projectivement bicanonigue.

Obscrvons que le systéme bicanonique [2Kg| de I¥' contient
les courbes K - Ki.

Le systéme découpé sur F par les hyperquadriques (2) contient
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les courbes K, -+ K,, 2K,, donc sur F’, le systéme correspondant
contient les courbes K 4+ Kj, 2K;. De méme, au systéme
découpé sur ¥ par lcs hyperquadriques (3) correspond sur E'
un systeme contenant les courbes K; + K;, 2K;.

5. A une courbe K correspond sur I¥* une courbe K de genre
dix, possédant neuf points doubles, correspondant aux couples de
points de la courbe K appartenant a des groupes de Uinvolution I.
Les courbes K’ décrivent un systeme rationnel et apparticnnent
donc totalement a un systéme linéaire |K'| de genre 19 et de
degré 27.

Lorsqu'une courbe K tend d’unc maniere continuc vers une
des courbes K, K, K;, la ccurbe K' correspondante tend vers
l'une des courbes 3K, 3Kj, 5K; On a donce

K| = [3K}| = |3K]]| —= |3K}

z

Par conséquent, la Surface ¥' a le divisenr de Severi ¢ = 3.

Les courbes K| et K; ont également le genre quatre et le
degré trois.

Les caracteres de la surface F' sont donc

Po=20q-- 1, 75(1) = 4, Py == 0.

6. Nous allons maintcnant démontrer le théorérae de I'. En-
riques suivant lequel Uintersection compléte de deux hypersur-
faces cubiques dans un espace a quatre dimensions est une sur-
face projectivement canonique.

Soient donc Vi, V3? deux hypersurfaces cubiques de S, et IF
la surface intersection compléte, d’ordre neuf,

Les sections hvperplanes de I' sont des courbes d’ordre neuf
ct de genre dix. 51 Uon représente la surface cubique intersection
de V3 par un hyperplan £ sur un plan ¢ par les cubiques plancs
passant par six points, 4 la section de cette surface par V;® cor-
respond dans ce plan o une courbe du neuviéme ordre ayvant six
points triples. Les adjointes & ces courbes sont des sextiques
ayant six points doubles et par conséquent les hyperquadriques
de 5, découpent sur la surface F les adjointes aux sections hyper-
planes C de I7. Ce systéme adjoint |C' a la dimension 14.
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Comme il y a <® hyperquadriques de S, qui ne contiennent
pas un hyperplan déterminé, les courbes C’ découpent sur une
courbe C la série canonique compléte. On a donc |C'] = |2C| et
par suite |C| est le systéme canonique de F. Cette surface a les
genres p, — P, — b p = 10,P, = 15.

Liége, le 13 février 1960.
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