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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Une surface bieanonique de l'espace

à quatre dimensions.

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction d'une surface algébrique normale de

l'espace à quatre dimensions possédant une courbe canonique isolée,

dont le système bieanonique coïncide avec celui des section hyper¬

planes et dont le diviseur de Severi est égal à trois.

Dans cette note, nous construisons une surface algébrique

normale, du douzième ordre, dans un espace à quatre dimensions,

intersection complète d'une hyperquadrique et d'une hypersur
face du sixième ordre. Cette surface possède une courbe canoni¬

que isolée et son système bieanonique coïncide avec celui des

sections hyperplanes. De plus, son diviseur de Severi a est égal

à trois. Cette surface est régulière et ses genres ont pour valeurs (*)

Pa ~ Pg ~ 1, PU) = 4, Pa = 5.

Nous obtenons cette surface comme image d'une involution
cyclique du troisième ordre, privée de points unis, appartenant
à une surface intersection de deux hypersurfaces cubiques d'un

espace à quatre dimensions, surface dont le système canonique

est celui des sections hyperplanes. Cette propriété est due à

F. Enriques (2) ; nous en donnons une démonstration à la fin
de ce travail.

(1) Notons que l'intersection complète d'une hyperquadrique et d'une hyper
surface du sixième ordre dans S4 a en général des valeurs supérieures pottr les

genres.

(2) Enriq>ues-Campei>eixi, Lezioni sulle teoria delle superficie algebriche, p. 335

(Padova, Cedam, 1932), F. Enriques, Le superficie algebriche, p. 286 (Bologna,
Zanichelli, 1949).
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Nous supposons d'autre part connues nos recherches sur les
involutions cycliques appartenant à une surface algébrique (1).

1 . Considérons dans un espace linéaire S4 à quatre dimensions
l'homographie H de période trois

x'fj : x[ : x'2 : x'3 : x\ = x0 : ex1: ex2 : ezx3 : eHit

où e est une racine cubique primitive de l'unité, et les hypersur
faces cubiques

o(«00*0 "t" «13*1*3 "H UiX-yX -( #23*2*3 «24*2*4)

+ a3(tf1, X2) +ßz{x3, Xi) = 0,

*oKo*o + «13*1*3 + «i4*1*4 + <*23X2% 3 + «24*2*4)

-\-az{x1) X2) + ß3{x3> Xi) = 0

où a3 ßs, a3, ß'z sont des formes binaires du troisième degré.
Ces deux hypersurfaces sont transformées en elles-mêmes par

l'homographie H et elles ont en commun une surface F, du neu¬
vième ordre, sur laquelle H détermine une involution I du troi¬
sième ordre.

Les axes ponctuels de l'homographie sont le point 0o, et les
droites O, 0304. Si, comme nous le supposerons, les formes
a3> ßz> a3> ß'z n'ont aucunes relations entre elles et l'une au moins
des quantités a00) est différente de zéro, la surface F ne
passe pas par 00 et ne rencontre pas les droites OjOg, 0304. L'invo
lution I est donc dépourvue de points unis.

Nous désignerons par F' une surface image de l'in voluti on.

2. Le système canonique |K| de F coïncide avec celui des
sections hyperplanes et d'autre part la surface est régulière.
Elle a donc les genres

Pa = pg = 5, pu = 10, P2 = 15, ......

(x) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant à une surface
algébrique (Actualités scient., n° 270, Paris, Hermann, 1935) et notre Mémoire
sur les surfaces multiples (Mémoires in-8° de l'Académie royale de Belgique,
1952).

. .
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Une surface bicanonique de l'espace à quatre dimensions

Si p'a désigne le genre arithmétique de F', on a

Pa + 1 = 3(fia + 1)»

d'où p'a — 1. La surface F' est régulière comme F, donc on a
aussi j>'g = 1.

Le système canonique |
K

| de F contient trois systèmes linéaires
appartenant à l'involution I :

La courbe isolée K0 découpée sur F par l'hyperplan x0 = 0 ;

Les courbes Kx, formant un faisceau, découpées par les hyper
plans Ai*! + A2#2 = 0 ;

Les courbes K2, formant un faisceau, découpées par les hyper
plans Xsxs -f A4#4 = 0.

Nous désignerons par KÓ, K[, K2 les courbes homologues
sur la surface F'.

" La courbe canonique de F' étant isolée, est nécessairement
la courbe K„ dont le genre, d'après la formule de Zeuthen, est
p'd) = 4.

La bigenre de F' est par conséquent égal à P2 = 5.
Les courbes bicanoniques de F' sont découpées par les hyper

quadriques. Dans le système bicanonique, il y a trois systèmes
linéaires partiels composés au moyen de l'involution I ; ce sont
les systèmes

A 00*0 4~ Ai3#i#3 -j 14*1*4 -J A23#2#3 H 24,2 i = (1)

A01*0*1 + A02*o*2 + A33*! + AS4*3*4 -f Ktx\ = 0, (2)

Ao3o*3 04* 0*4 11*1 ~h 12*1*2 H 22*2 = ß)

3. Pour obtenir les équations d'un modèle pro jectif de la sur¬
face F, rapportons projectivement les hyperquadriques du
premier système aux hyperplans d'un espace linéaire à quatre
dimensions S4 en posant

pX 00 = *0» 13 = *1*3» •••» P-2i = *2*4' ()

L'élimination des x nous donne tout d'abord l'équation

X13X24 — X14X23 = 0, (5)

qui représente une quadrique dans l'espace X0 = Oet par consé¬
quent, dans S4, un cône quadratique de sommet Oq.
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Observons maintenant que le produit a$3 par exemple, s'ex¬
prime, par les formules (4), en un polynôme du troisième ordre
en X13, X14, X23, X24. Nous représenterons par <px, <p2 les poly¬

nômes obtenus en parlant de aßs, par \jtx> ifi2 ceux que
l'on obtient en partant de a.ß3, a'3ß'3.

Enfin, nous poserons

/l = #00X01 + a13X13 + ••• +#24X24*

/1 = #éoX0 + #19X13 + ... + «24X24

Des équations de la surface F, on déduit alors

XoMOpi + ?2) - AVa ~ fxil - foi - ?2)2 = 0. (6)

Les équations \5) et (6) représentent la surface F'. Elle est du
douzième ordre, car le système découpé sur F par les hyperqua
driques (1) a le degré 36.

La courbe canonique K„ de F' a pour équations

x0 = 0, (pi cp2 — 0, x13x24 x14x23 = 0.

C'est une courbe du sixième ordre intersection, dans l'espace
à trois dimensions X0 = 0, d'une quadrique et d'une surface
cubique. Elle est donc de genre quatre.

Observons que dans l'équation (6), X0 paraît au troisième degré
au plus, par conséquent l'hypersurface (6) a un point triple en
0'Q. L'équation (5) représentant un cône de sommet 0Ó, la sur¬

face F' a un point sextuple en ce point. Le cône tangent à l'hy¬
persurface (6) en 0Ó a pour équation

#00#Oo(Pl "1" 92) #002 #001 =

4. Au système bicanonique |2KÓ[ de F' correspond sur F l'un
des systèmes découpés par (1), (2) ou (3). Comme le système
bicanonique doit compter la courbe canonique comptée deux
fois, c'est le système (1) qui convient. Les sections hyperplanes
de F' constituent donc le système bicanonique de cette surface.

La surface F' est firojecMvement bicanonique.

Observons que le système bicanonique |2KÓ| de F' contient
les courbes + K2

Le système découpé sur F par les hyperquadriques (2) contient
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les courbes K0 + Kl3 2K, donc sur F', le système correspondant

contient les conrbes Kg -f K(, 2Kf2. De même, an système

découpé sur F pair les hyperquadriques (3) correspond sur F'
un système contenant les courbes KÓ -f 2K'X.

5, A une courbe K correspond sur F' une courbe K' de genre

dix, possédant neuf points doubles, correspondant aux couples de

points de la courbe K appartenant à des groupes de l'involution I.
Les courbes K' décrivent un système rationnel et appartiennent

donc totalement à un système linéaire |K'[ de genre 19 et de

degré 27.

Lorsqu'une courbe K tend d'une manière continue vers une

des courbes K0, Kx, K2, la courbe K' correspondante tend vers

l'une des courbes 3Kg, 3K(, 3Kg. On a donc

|k'| = |3k| = |3k;| = |3k;|,

Par conséquent, la Surface F' a le diviseur de Severi a = 3.

Les courbes et ont également le genre quatre et le

degré trois.
Les caractères de la surface F' sont donc

Pa == Pg == P[l) = 4, P2 = 5.

6. Nous allons maintenant démontrer le théorème de F. En¬

riques suivant lequel l'intersection complète de deux hypersur
faces cubiques dans un espace à quatre dimensions est une sur¬

face projectivement canonique.

Soient donc V|, V33 deux hypersurfaces cubiques de S , et F
la surface intersection complète, d'ordre neuf.

Les sections hyperplanes de F sont des courbes d'ordre neuf

et de genre dix. Si l'on représente la surface cubique intersection

de V3 par un hyperplan f sur un plan a par les cubiques planes

passant par six points, à la section de cette surface par V33 cor¬

respond dans ce plan a une courbe du neuvième ordre ayant six

points triples. Les adjointes à ces courbes sont des sextiques

ayant six points doubles et par conséquent les hyperquadriques

de S 4 découpent sur la surface F les adjointes aux sections hyper¬

planes C de F. Ce système adjoint \C'\ a la dimension 14.
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Lucien Godeaux — Une surface bicanonique de l'espace, etc.

Comme il y a oo9 hyperquadriques de S4 qui ne contiennent
pas un hyperplan déterminé, les courbes C' découpent sur une

courbe C la série canonique complète. On a donc |C'| = |2C| et
par suite |C| est le système canonique de F. Cette surface a les
genres pa = pa = ,p = 10,1*2 = 15.

Liège, le 13 février 1960.
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