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Sur quelques congruences linéaires de coniques.

M. Stuyvaertl) a imaginé une méthode analytique pour étudier les
congruences linéaires de cubiques gauches; dans ce travail, nous appliquerons
la méme méthode a I'étude de quelques congruences de coniques. Les con-
gruences que nous rencontrerons ici ont été signalées par M. Montesano dans
deux notes.8)

1. Si, suivant la notation classique de Olebsch et Aronhold, nous
désignons par ax une forme linéaire quaternaire, I'évanouissement de l'une
des matrices:

cal oa A a; a

a
. (B .
|bl b B K # B™
représente une conique de I’espace.
Examinons la représentation (A). Le plan de la conique est représenté
par I'équation

~

B

><S<

X

AK — Bax = o.
La conique se trouve sur les deux surfaces
AV .-B*.- 0, aX — &X =o0.
Dans la seconde représentation, le plan de la conique a pour équation
B'a'; — B"a'x = 0,
et la courhe se trouve sur les surfaces quadratiques
o, T *\-bx-o.

Si les éléments de ces matrices sont fonctions de trois paramétres homo-
genes (cqg, cta, «3), on aura 00s coniques, c’est-a-dire une congruence de coniques.
Nous allons examiner plus spécialement le cas ou les ¢ entrent au premier
degré dans une ligne ou dans deux colonnes.

Nous aurons donc a examiner les types suivants:

(|) «i»; + ap + A + @A 4 “3€v atA + «2B + "39 — 0’1 2 %
« K D
(n) Qe+ A+ aax +IK+ B A _
A+ e+ <A BB+ )T+ A B
- e N P X
LAl + o + <A < YD+ “2M+ 836 ’
av) < daxt aAx+ “Y* A+ 25+ 1IC

dl «i + “2f'x + 39 ul D+ u2|: + 0, GI - Y
(V) Cer + <A+ cicx  aA F Nt D ax F <A+ QL
B D'

1) Cinqg Etudes de Géométrie Analytique (Prix Francois Deruyts). Gand,
Librairie Van Goethem, 1908.

2) Su i varii tipi di congruence lineari di coniche dello spazio. Rendiconti di
Napoli, 1896.



102 Vermischte Mitteilungen.

v alal + @hl + aicl  atax + UiIK + asex  ax  —
V1) aldx + a2fx + algx cqp + a3F + «3C B’ ’

al aiax + UIK + azcx  aiax + + aiCx _ 0
(Vn) A - l
dx cgB + @F A6 B +cq + «3
al «; <
(vm) wjgy +adfx +ad3gx <gD+«SF 3G cqB'+ o F +a3G
2. Congruence (I). — Les plans des coniques de la congruence (1) passent

tous par le point A commun aux trois plans:
Ba'x-Ad'x = 0, BVx-Bd'x =0, Bc'x-Cd'x™ 0.

Donner un plan passant par le point A revient a donner un systéeme de
valeurs des a, donc la congruence I est de la premiere classe.
Le lieu des points singuliers de la congruence est le lieu des points qui
annulent la matrice
« K cl dl

f :
ax K ko=

A B C B

Cette matrice représente une courbe gauche d’ordre sept et de genre cing.
Cette courbe passe visiblement par le point A.

La congruence | n’est autre que la congruence étudiée en premier lieu
par voie synthétique par M. Montesanol), congruence que l'on rencontre
dans la théorie des complexes bilinéaires de coniques.2)

3. Congruence (I1). — Les plans des coniques passent aussi par un point
fixe commun aux trois plans
Ad'x-Ba'x =0, Afx—Bbx =0, Agx-Bcx=0,

et la congruence est de premiere classe.

Le lieu des points singuliers est une courbe d’ordre sept et de genre cing
passant par le sommet de la gerbe; cette courbe est representee par 1 évanou-
issement de la matrice

| <B — Ad'x b'xB — Af'x ¢xB — Agx | =Q
i alB — Adl bIB — Afl c\B — Ag\ |

Finalement, on voit que les congruences (I) et (1) sont identiques.

4. Congruence (I11). — Les plans des coniques de cette congruence ont
une équation de la forme

eq (Bax — AdX) + « (Fa'’x — Bd'x) + *3{Ga'x — CdX) = 0.

1) Su di un sistema lineare di coniche néllo spazio. Atti di Torino. 1892,
tOme XXVII. r .

2) Humbert, Sur un complexe remarquable de coniques et sur la surface au
troisiéme ordre. Journal de I'Ecole Polytechnique, 1894, LXIVe cahier.
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Tous ces plans passent donc par une droite fixe a commune aux deux plans
<=° <=0-

On en conclut que la congruence est de classe nulle.

Chaque plan du faisceau d’axe a contient ool coniques de la congruence,
et puisque la congruence est linéaire, ces ool coniques forment un faisceau
ponctuel.

Les points singuliers de la congruence annulent la matrice

aid" — a'dl KK azf2 24" — aigr
Ad'—a B Bd'—a'F Cd"-a'G

=0.

Cette matrice représente trois fois la droite a et une courbe du dixiéme
ordre qui est nécessairement sextisécante de la droite a, la congruence étant
lindaire.

La congruence (I11) est engendrée par les coniques s’appuyant en quatre
points sur une courbe du dixiéme ordre et dont les plans passent par une droite
six fois sécante de la courbe.

5. Congruence (IV). — Les coniques de cette congruence sont situées
sur des quadriques dont I'équation est de la forme

“i (Adl — Bal) + 2 (Bdl — Fal) + «3 (<7d* — Gai) = 0,
c’est-a-dire sur les quadriques d'un faisceau défini par
a2 =10, dl=0.

La courbe du quatrieme ordre commune a ces deux quadriques est
quadrisinguliére.

L’ensemble des points singuliers de la congruence est donné par I’évanouis-
sement de la matrice

adl —a'A  b'A - fAX  gd} — g
Adl-Bal BdI-Fal cdl—Gal

Cette matrice représente la quartique rencontrée tantdt comptée trois
fois et une courbe du septieme ordre. Une quadrique quelconque contenant
des coniques de la congruence rencontre cette derniére courbe en quatorze
points; comme la congruence est du premier ordre, les deux courbes singu-
lieres ont nécessairement douze points communs.

Les plans des coniques de la congruence enveloppent une surface de la
deuxieme classe, dans chaque plan tangent se trouve une seule conique, car
se donner un plan équivaut a se donner un systeme de valeurs des a; il en
résulte que la congruence est de classe deux.

En résumé: La congruence (IV) est de la seconde classe, elle posséde une
quartique gauche de premiere espece quadrisinguliére et une courbe gauche du
septieme ordre bisinguliére; ces deux courbes ont douze points communs.

6. Congruence (V). — Les plans des coniques de cette congruence passent
par le point commun aux trois plans L i

Bax-B"ax =0, Db"-— =0, B"x-B’cx= 0.
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Le lieu des points singuliers est donné par I'’évanouissement de la matrice

K d*
K B =0.
B

C’est une courbe du septieme ordre passant par le sommet de la gerbe
des plans rencontrée plus haut.
Finalement, on trouve que la congruence V est identique aux congruences

(1) et (I1).

7. Congruence (VI).— L’équation du plan d'une conique de la congruence
est de la forme

«i |Pl% ~ 2=0 + «i (DIK ~ F<) + «s (D'< - G<) = 0.
Les plans des coniques appartiennent donc a une gerbe et la congruence
est de la premiere classe.
Le lieu des points singuliers est donné par
O*1-<dx B'b* a"fx B'cl— a'xgx
B'a -Bai B'b'-Fa'i B'ci-Gai
Cette matrice s’évanouit pour les points d’'une courbe gauche du cinquieme ordre
et de genre deux. Les coniques de la congruence s’appuient en cing points
sur cette courbe et comme celle-ci passe visiblement par le point commun
a tous les plans des coniques, toutes les coniques passent par ce point.

La congruence (VI) est engendrée par les 002 coniques passant par un
point fixe et s’appuyant quatre fois sur une qumtique gauche de genre deux
passant par le point principal.

8. Congruence (VII). — Les plans contenant les coniques de cette con-
gruence enveloppent une quadrique, donc la congruence est de la seconde classe.
L’évanouissement de la matrice
axdx—a\B ixdx— a\F (xdx— a*G
«X — <B' b"X-air wxdx-a\C

représente le lieu des points singuliers; ce lieu se compose d'une courbe du
sixieme ordre et d'une conique

«1 =0, dx=0,

sextisécante de la sextique et comptée trois fois.

La congruence (VII) est engendrée par les 002 coniques qui s’appuient
quatre fois sur une sextique et deux fois sur une conique s'appuyant six fois sur
la premiere courbe.l)

9. Congruence (VIII).— Les plans des coniques de la congruence passent
par une droite fixe
«* = O, aX = 0

1) D’autres congruences possédant des coniques bisinguliéres ont été consi-
dérées par M. Pieri: Sopra alcune congruence di coniche. Atti di Torino. 1893.
T. XXVIIL.
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Le lieu des points singuliers est donné par I’évanouissement de la matrice
dx fx o
D F ¢ K'=0
B F G <
Cette matrice s’annule pour les points d’une conique.

Toutes les coniques de la congruence VIII passent par les points com-
muns aux deux plans

et a la quadrique
a: 0.

La congruence (VIII) est engendrée par les coniques passant par deux
points fixes et s’appuyant en deux points sur une conique.

C’est la congruence de premiere espece de M. Pieril).
Liege, 8 Septembre 1908. Lucien Godeaux.

3. Sprechsaal.
Vermeintliche Beweise des Fermatschen Satzes.

43. Hans Volkmana@, Aachen (Stand unbekannt). 8, mit Nachtragen
12 Seiten. 1909.

Verfasser will zunéchst die Unmoglichkeit der Gleicbung *s -f y3 = z3
beweisen, um hieraus die Unmdglicbkeit von xn -f y" = zn zu erschlieBen,
weil jede game Zahl ein rationaler Kubus sei. DaB letzteres falscb ist, bat
aber der Verfasser, wie ein nacbtraglicb beigefigtes Pragezeichen anzudeuten
scheint, doch schlieBlich selbst bemerkt. Indes ist auch der auf die Gleichung
x3  y3 — z3 bezigliche Nachweis mifiglickt. Denn hierbei wird, von allem
andern abgeseben, von dem Satz ausgegangen, daB in der Gleicbung |AS -f - = ci
die Zahlen h und ¢ nicht gleichzeitig rational sein kbnnen, auBer h— 1, c=I.
Allein die Théorie der Pellschen Gleichung liefert noch unendlich viele ratio-
nale und sogar ganzzablige Ldsungen, z. B. h = 15, ¢ = 13.

44. Hans Volkmann, Aachen. 8 Seiten.

Die neue Arbeit bedeutet keinen Fortschritt gegen die friihere des gleichen
Verfassers. Sie stutzt sicb u. a. auf den durch allerhand Trugschlisse be-
wiessnen Satz (pag. 4): ,,Fur 2 ist in der Gleichung (m + [I')'1l— mn = ¢
bei ganzzahligem m der Wert c irrational*l. Aber dieser Satz ist falscb. Zum
Beispiel ist 83— 7S= 132

45. Hans Dirrigl, Eegierungs- und Bauassessor, Speyer a. Eh. (Manu-
skript, 1909, 33 Seiten.)

Gegen die 26 ersten Seiten ware nicht allzuviel einzuwenden. Der Haupt-
fehler knlpft erst an Gleichung 192, Seite 26 an; dort soil der Ausdruck
(Vi + *0"'

- v+ np in dem die beiden Terme des Zablers relativ prim sind,

1) loc. cit.



