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Résumé

On considere la suite de quadriques ¢, ¢1..., que nous avons attachée au point x d'une surface (x) et on détermine les
conditions pour que les quatre nappes communes aux enveloppes de deux quadriques consécutives de cette suite aient
mémes asymptotiques que la surface (x).
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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMLETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Correspondances entre surfaces
avec conservation des asymptotiques,

par LuciEN GODEAUX,

Membre de ' Académie.

Resume. — On considere la suite de quadriques @, @,..., que nous
avons attachee au point x d’une surface (x) et on détermine les con-

ditions pour que les quatre nappes communes aux enveloppes de
deux quadriques consécutives de cette suite ailent mémes asympto-
tiques que la surface (x).

Considerons une surface (x) rapportée a ses asymptotiques u, v.
L’enveloppe des quadriques de Lie @ de cette surface comprend
en genceral, en dehors de la surface (x) elle-méme, quatre nappes.
De nombreux travaux ont ete consacrés aux surfaces telles que
les quatre nappes aient mémes asymptotiques 12, v, que la sur-
face (x) (surfaces appelées par Thomsen minima projectives).
On peut géneraliser ce probleme : Considérons la suite de qua-
driques @, @,, ... que nous avons attachee au point x de la sur-
tace (x) (). Comme nous l'avons démontré, les enveloppes de
deux quadriques consécutives @,_,, @, de cette suite ont en
général en commun quatre nappes. Nous avons établi les condi-
tions necessaires et suffisantes pour qu’il y ait conservation des
asymptotiques dans le passage de la surtace (x) aux quatre nappes
en questions (2). Nous revenons icl sur ce probleme pour établir

(!) Voir par exemple notre expos¢ sur La théovie des surfaces et l'espace veégle,
Actualités scient., N° 138 (Paris, Hermann, 1934).

(3) Sur une corvrespondance entve surfaces avec conservation des asymplotiques,
(BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES, 1904, pp. 139-146).
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d'autres conditions ¢quivalentes a celles que nous avons déja
données.

Nous utilisons dans ce travail la terminologie et les notations
de notre I'xpose cité plus haut.,

b}

1. Soit (x) une surface rapportéc a ses asymptotiques 1, v.
A cette surface, nous attachons une suite de Laplace L dans
P'espace 4 cing dimensions de la maniere suivante : Soient, U, V
les points de ’hyperquadrique de Klein Q de S; qui représentent
les tangentes aux asymptotiques #, v en un point x de (x). Ces
points sont consecutifs dans une suite de Laplace I que nous
CCTIrons

U, o, UL UV, Vo, Vo, (L)

chaque point ctant le transformé du précédent dans le sens des 1.

Nous supposcrons la suite de Laplace L illimitée (nécessaire-
ment dans les deux sens). Les plans U,U, . ,U,.o, V,,V,,., V..o
sont conjugucs par rapport a Q. Ils coupent cette hyperquadrique
sutvant des coniques qui representent les systeémes de génératrices
rectilignes d’'une quadrique @,. Nous supposerons que les qua-
driques @,, ?,, ... sont irréductibles.

Désignons par C;, C, les points de rencontre de la droite V,V,,. |
avece Q) et par Dy, D, ceux de la droite U, U, ; avec la méme hyper-
quadrique. Nous supposerons ces points distincts.

Les tangentes aux points C,, C, aux courbes v tracées sur les
surfaces (C,), (Cy) se coupent en un point A du plan V, _,V,V, ..
Les tangentes aux courbes % aux mémes points se coupent en un
point B du plan V,V,. ;V, .. Les tangentes aux courbes # aux
points Dy, D, des surtaces (D,), (D,) se coupent en un point B du
plan U, ;U U, et les tangentes aux courbes v aux mémes points
se coupent en un pomnt A’ du plan U,U,.,U, ...

Nous avons démontre que les points A, B, A’, B’ sont en ligne
droite. Cette droite est précisément la conjuguée par rapport a O
de l'espace U,U, . ;V,V,, ;. Elle coupe 'hyperquadrique Q) en
deux points M,, M,.

Les points C,, C,, D;, D, représentent les arétes d’un quadri-
latere gauche tracé sur les deux quadriques ?@,,_,, @,.. Les sommets
de ce quadrilatere sont les points qui decrivent des nappes des
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enveloppes de ces deux quadriques. Les diagonales du quadrila-
tere sont representees par les points M,, M,.

2. Representons par £(p, g) = 0 la condition pour quec dcux
points p, ¢ soient conjugués par rapport a ’hyperquadrique Q.
On trouve sans difficulté que l'on a

Vn -1 V-n Vn-i-* 1

A+ — Q(Vni-l.' V'H—l) Q(Vn-%-l! Vn) Q(Vn] 1 Vn l*l)
2(V,, Vi) 2(V,, V,) 2(V,, Vaiy)
Un——l Un U?H-l

B = Q(Un -1 Un—l) 'Q(U-n -1 Un) Q(LTH - 1) LTn-i--l) )
‘Q(U-m Un— 1) Q(U'm Un) Q(Un: Un—%*l)

‘ Un Un+1 Un+2

A= ‘Q(U?H-Ir Un) 'Q(Un-i 1> Un% 1) Q(Un-i"l: Un-# 2) ’
Q(U*m Un) Q(Un: U’n-%-l) Q(U-n: Un-%* 2)
Vn V*n-%l \fn-F2

Bf — 'Q(an 1> ) Q(Vn 10 Vn+ 1) Q(Vn+lnv-n+ 2)
Q(Vm V ) Q(Vn: V-n %-1) Q(Vm Vn+2)

On peut vérifier analytiquement que ces points sont bien en
ligne droite.

Les pomnts U,_,,U,, U1, V,.1,V,,V,.; déterminent compléte-
ment l'espace S5;; en effet, s'ils appartenatent 4 un hyperplan,
les plans U,_,U, U, .4, V,;V,V,.; auraient un point en commun
et la quadrique @, , serait degencrée, contrairement a "hvypo-
these.

Cela etant, on a une relation de la forme

V'n+2_avnv}l+a0 n+a Vnhl_i—bUnil_l—bLn'{—b Unﬂ- (1)
On en deduit
‘Q(Vﬂ+2r Vn--%—l) — alg(v?ﬁlﬁ V’n-kl)
+ aO'Q(Vn+1: ‘H) + a_ ‘Q(Vnkl \fn—])

Q(V'n-’rz: V?’l) — al‘Q(Vn - 1> Vn)
+ aQ(V,, V,) +a 2V, V, ).
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En substituant dans l'expression de B’ les ¢léments de la
derniere colonne par les expressions (1) et (2), on obtient

! V., Vi a_ Vo1 + 0,U,q +

+ b,U,, + 6_,U,_;
Q(Viin, Vi) 2(Var1, Vi) a_182(Vui1, Vaoy) '
QV, V) V. V)  a,QV, V.)

Bf

c est-a-dire

f ‘ ‘Q(Vﬂ-%-l.a Vn) Q(Vn—kljvn-i‘l) | (blUn+1 et bOUn e
B'=a_ A
Q(V,, V,) QV,.., V) + + 04Uay).

De la relation (1), on déduit

6:82(U,uq1, Usay) + 6,2(U,0q, Uy) + 0.,2(U,. 1, U,y =0,
b,2(U,..1, U,) + 6,2(U,, U,) + 6_,2(U,, U,_;) = 0.
Par conséquent, on peut écrire
U,iq U, U, 1
W QUL U QU T QU U |,
QU,, U, LU,U,) LU, U,

d’ou finalement
QV,i, Vo) 2(Vaiy, Vi)

B'"'=a A — pB |
Q(V?w Vn) Q(Vn-+~1: Vn)

La valeur de p est obtenue en utilisant la formule

Q(Vﬂ+2, Uﬂ_l) — blg(Un+1; Un—-l) + bOQ(Um U’n—l) +
+ b-—-lg(Ufn—lr Un—-l);

déduite de la relation (1). On a donc

! Q(Un-%-lr Uﬂ+ 1) Q(U-?H—ln Un) Q(Un-%-l: Un—-l)
Q(Vn+2: Unhl):P Q(Un—%—l: Un) Q(Un: Un) Q(U’m Un—l)
QUyir, Upeq) L(UnUny) £(Uny, Upy)
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En écrivant
U,e = ai\'/'nf 1 T a(;Vn 1= ailvnﬂ T biUn: LT b(;U-rz —+ bilU?z--li

on trouverait de méme

QU ,U) QU Uy

A'"=b_B—p'A
Q(LT'HJ LT-n) Q(LTHT"].J LTH.)

3. Les sommets du quadrilatere gauche formé par les droites
C1, Co, dq, dy TEpPTCSENties par les points C,, C,, D;, D, sont caracté-
ristiques pour les quadriques @, , ¢t @, ils engendrent quatre
surfaces-enveloppes communes aux quadriques précédentes.
Nous avons démontre que la condition nécessaire ct suffisante
pour que les asymptotiques ce ces quatre surfaces-cnveloppes
sotent les courbes 7, v est que le point B’ coincide avec B. Alors,
le point A’ coincide avec A.

I._||.| ]

l'-"l'l"i'

Pour qu’il en soit ainsi, nous devons avoir a_; = 0 et comme
consé¢quence b'_; = 0.
De la relation (1), on déduit

QViiig, Vo) = a1R(Voy, Vi) + a2(Vo, V, ) +
+ a——IQ(V?ewl: V-n—l)

et, en reprenant les équations (2), pour que a_; soit nul, 1l faut
et 1l suffit que l'on ait
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Q(V’H-i 2> V-n s 1) ‘Q(Vn -1 \Tn H) Q(\;ﬂ*‘-’"l’ V’”)
Q(fo;% 2) Vn) Q(\In -1 \fﬂ) Q(V?’z :V-n) 1 — O (3)
| Q(V?u 2) \frr- 1) Q(\fﬂ g I:Vn.—* I)r Q(Vn:\r?z“ 1)

De méme, pour que &' | soit nul, 1l faut et il suffit que U'on ait

Q(LT?Z-%E: LTn ?—1) Q(LTH% 1> Un }-1) Q(Lfn-{--ll LT‘”-) !
Q(Un-%-ﬂr [In) ‘Q(LTH 1 LTH) Q([:?H I‘T?f) ' — O (4)
i Q(U?z 29 LTn -1) Q(Unr L [?n --]) Q(LT??: IT:«z—-l)

Les relations (3) et (4) sont consequence 'une de l'autre, ce qui
semble assez difficile & établir analytiquement.
Au lieu d’ecrire la relation (3), on peut écrire

Q(\rrn%— 23 A\’T’n---l + P‘\rn + VVTR : ]) O:
Q(\]-n'é 1> A\Inml + M\’rn _Jl_ V\T?a-i-l) — O:
Q(Vrm /\v"n 1 I IJ-VPH -+ V\;n-‘r-l) —

—

Cela signific qu’il existe un point AV, , 4+ uV, + vV,.; du
plan V,_,V,V, ., qui appartient au plan conjugu¢ de V,,\V,.,V,.,
par rapport a Q, c’est-a-dirc au plan U, U, ., U, . ,.

I.e conjugue de ce point par rapport a Q appartient aux plans
U, U U, ., V.V,...V, s cc qui entraine la relation (4).

4. Nous avons démontré que les points A, B sont transformes
de Laplace I'un de l'autre, B ¢tant le transforme¢ de A dans le
sens des 72, A celui de B dans le sens des v. Il semble difficile d’éta-
blir cette propriété en utilisant les expressions de A, B, données
plus haut. Nous reprendrons le raisonnement fait dans notre
note citée plus haut en le simplifiant légerement.

Observons tout d’abord que la droite AB, que A’, B’ coincident
avec A, B ou non, étant la conjuguée de l'espace U,U,.,V,V,
par rapport 4 Q, est I'intersection des espaces a trois dimensions
u,.,u,U,..C,..,, V,_. V.V ..V, ., conjugués des droites V,V, .,
U.Usit

Cela étant, supposons que A’ coincide avec A et B avec B. Soit
¢ la tangente en A a la courbe # tracée sur la surface (A).
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Lorsque # varie, le plan V,,_,V, V, ., décrit une variété a carac-
tere de developpable ayant pour espace tangent l'espace 4 trois
dimensions V,_,V,V,.,V,.,. Le point A appartenant a ce plan,
la droite ¢ appartient a cet espace.

L.e point A = A’ appartient au plan U, U, ,U, , qui, lorsque #%
varie, engendre une variété a caractere de développable dont
'espace tangent est U, U, U, ,U,.,. Il en resulte que la tan-

gente ¢ appartient & cet espace et par suite ¢ coincide avec la
droite AB.

On d¢montrerait de méme que la tangente en B 4 la courbe v
tracée sur la surface (B) coincide avec la droite BA. Par consé-
quent, B est le transtorme de A dans le sens des # et A celui de B
dans le sens des v.

Soit B le transform¢ de Laplace de B dans le sens des #. Ce
pomnt appartient auplan U, ,U, U, d'une partet auplanV,,V, .,
V.., d'autre part. 1l est I'intersection de ces deux plans.

Appelons maintenant C; lintersection de la droite C,A,

tangente en C; & la courbe v tracée sur la surface (C,), avec la
droite V,_,V,. La tangente en C; a la courbe # tracée sur la
surface (C,) doit se trouver dans le plan V,_,V,V, ., et d’autre
part dans le plan ABB,. Cette tangente doit donc passer par A
donc par C,. Les points C,, C; sont transformés de ILaplace 1'un
de 'autre et le point C, decrit un réseau conjuguc a la congruence
(V.V,i1). I en est de méme du point C,. De méme, les points D,

D), décrivent des réseaux conjugucs a la congruence (U,U,,. ).
Les droites ¢,, ¢,, d,, d, communes aux quadriques @, ,, @,
décrivent des congruences W et par conséquent 1l v a conserva-
tion des asymptotiques sur leurs nappes focales. Celles-c1 sont les
nappes communes aux enveloppes des quadriques @, ;, D, et les

asymptotiques de ces nappes sont, comme sur la surtace (x),
les courbes 1, v.

5. Designons par

.A ... A ABB,.. B

by e (1)

la suite de Laplace déterminee par les points A, B, chaque point
¢tant le transformé du précedent dans le sens des . Il est facile
de voir que cette suite est doublement 1nscrite dans le polyedre a

)
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faces planes associ¢ a la suite L. D’une maniere precise, chaque
plan determiné par trois points consécutifs de la suite L contient
deux points de la suite I.

ILe plan U,_,U,U,.; contient le point B, donc le plan U,,_,_,,
U, .U, ,..1 contient le point B,,. En particulier, st s = n -— 1,
le plan UU,U, contient le point B,,_;. Le plan VUU, contient donc
le point B,, le plan V,VU contient le point B, ,, le plan V,V,V
le pomnt B,.., le plan V,,.,V,,V,,—; le point B,.,,-;. S1 m = &, on
voit que le vlan V,, ;V,V,,; contient, outre le point A, le point
B2r1+1-

De méme, le plan U, U, U,.; contient, outre le point B, le
point A.,. .

Le plan UU,U, contient les points B, ; ct A, ,. Le plan VV,V,
contient les points A, ;, B, ...

Les points C,, C,, D;, D, déterminent quatre suites de Laplace
inscrites dans la suite L. Il existe donc, sur la droite UV quatre
points décrivant des réseaux conjugués a la congruence (UV).
Par suite, la surface (x) est une nappe tocale commune a quatre
congrucnces W.

Liege, le 5 juillet 1960,
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