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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Sur les surfaces R,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — On attache à chaque point d'une surface R deux qua
driques et deux droites dont on détermine les foyers.

On sait que Demoulin a étudié certains réseaux conjugués
tracés sur une surface et caractérisés par le fait que leurs tan¬
gentes décrivent des congruences W. Tzitzeica a appelé ces

réseaux des réseaux R et on appelle plus généralement surface
R une surface contenant au moins un réseau R.

Si nous désignons par U, V les points de l'hyperquadrique
de Klein représentant les tangentes aux asymptotiques u, v
en un point d'une surface R, par J, J' les images des droites
des deux congruences W, les points J et J' partagent harmoni
quement les points U, V et décrivent des réseaux conjugués à
la congruence (UV) engendrée par la droite UV.

Partant de cette propriété, nous établissons un certain nombre
de relations entre les données de la surface, puis nous détermi¬
nons deux droites et deux quadriques intrinsèquement liées à
la surface en chacun de ses points. Nous déterminons les foyers
des deux droites, les équations ayant à vrai dire une forme assez

compliquée.
Nous utiliserons les notations de notre exposé sur La Théorie

des Surfaces et l'Espace réglé (x) sans les définir à nouveau pour
ne pas allonger outre mesure cette note.

(*) Actualités scient. N° 138 (Paris, Hermann, 1934).
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Lucien Godeaux. — Sur les surfaces R

1. Soit (x) une surface rapportée à ses asymptotiques u, v.
Désignons par U, V les points de l'hyperquadrique de Klein Q
représentant les tangentes aux asymptotiques u, v en un point
X de (x). Nous avons

U10 + 2 ftV = 0, V01 + 2aU = 0

et les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace L :

U„, Uj, U, V, V], VWJ... (L)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens

des u et qui est autopolaire par rapport à Q.

Supposons que la surface (x) soit une surface R. Cela signifie
(Tzitzeica) qu'il existe sur {x) un réseau conjugué tel que les
tangentes aux courbes de ce réseau engendrent des congruences
W. Par conséquent il existe sur la droite UV deux points

J = AU-V, J' = A'U — [m'V

conjugués harmoniques par rapport à U, V, engendrant des
réseaux conjugués à la congruence (UV).

On peut choisir le facteur de proportionnalité de A, p, et celui
de A', p! pour avoir (Demoulin).

A01 + 2 = 0, p,10 + 2ÒA = 0 ;

A'01 + 2Ufi' = 0, '10 + 2&A' = 0.

D'autre part, on doit avoir (U, V, J, J') = — 1, ce qui se

traduit par

On en déduit

A(log p)01 + A01 — 2a[M = 0, /x(log p)10 + /x10 — 2bX = 0,

d'où

(log pA2)01 = 0, (log pu2)10 = 0.

On peut choisir u, v pour avoir

P~Y2~"ß'
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Lucien Godeaux. — Sur les surfaces R

On a alors A = ± ju.. On peut se limiter àÀ = fi, car A = — /*,

revient simplement à intervertir les rôles de J et J'.
Dans ces conditions, on a

(log À)01 + 2a = 0, (log fi)10 + 2b = 0,

d'où

a10 - 601,

condition nécessaire et suffisante pour que la surface (x) soit
une surface R, ce qui est bien connu.

Il existe une fonction 9 (u, v) telle que l'on a

a = <p01, b = <p10

et on a alors

A = /x = e~X A' = — ju' = e2?,

J = — e-*P (U — V), J' = e29 (U + V).

2. Les points J, J' déterminent des suites de Laplace inscrites
dans la suite L et les transformés de Laplace de ces points dans
le sens des u sont

J_x = J* + 2b] = — A[Va + V{2 b + (log ay»}],

J-i = J'10 — 2b]' = A[V, + V{-2Ô + (log a;"}].

Les droites JJ-i, J'J'-i se coupent en un point

A = 2ôU + V (log aJ10 + Vi.

Ce point décrit, comme on sait, un réseau conjugué (u , v).
Les transformés de Laplace de J, J' dans le sens des v sont

J, = J + 2a] = [Ux + U [2a + (log 6)«}],
Ji = J'01 — 2«J' = p[U, + U{ — 2a + (log 6)«}].

Les droites JJl, J'Ji se coupent en un point

B = 2aV + U(log by01 +

Un calcul simple montre que l'on a

A01 = 2KB, B10 = 2ak
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Lucien Godeaux. — Sur les surfaces R

et les points A, B sont consécutifs dans une suite de Laplace oA :

•••> •••> Bi, B, A, Aj, An, ... (&)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des u.

3. Le point A satisfait à l'équation de Laplace

A11 — A01(log 6)10 — 4a 6A = 0

et son transformé dans le sens des u est

A1 = A10 — A(log ô)10,

c'est-à-dire

A] = jlog«)20 + (Ioga)10 — 2j V

+ V1(log),° + V2.

En utilisant la relation a10 — b01, on voit facilement que le
coefficient de V est — bh x : a. On a donc

(log a)20 + (log a)10 |log £ j — 4 b2 + — = 0,

a bh, Tr
, XT /, a2k i\10

.Aj = — -ly + VJlog +V2.

On en déduit

A? = *,A1

ce qui implique

ak 1 log j log j = aAlog a)10.

Le point Aj satisfait à l'équation de Laplace

Af — Alog &Ä,)10 — KAX = 0

et son transformé de Laplace dans le sens des u est

A2 = Ai0 — Ax(log JA,)«.
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On a

a 17 17, «2M20 ,
/V «2M10/ 1 ÄM10 &Äil

= v. [(log -y) + (logTr) (l0g bh) ~T.
, ,7 /, Al» „
+ V* (l0g «ST ) + V"

Désignons par X le coefficient de Y t ; Nous avons

A» = AjXV + [x«i + (log 2)10]V, + K v2,

qui doit être identique à Ax. On a donc

aÄxX + = 0,

«*, [(log i)20 + (log i)10 (*£)"_£] + ìkk = 0,

, , /. aWhA10 TJ 7 /, óAAA01 T 7 / cfikA10
ak.klogj—j —bhlog--j — akxh% log — J ,

. bh1h2T __ /, a3tâk2\10 TT

A? = AaAi

4. Les expressions trouvées pour A1} Aa nous conduisent à
supposer que l'on a

\ _ bh, ... hn v / 0»+... £n y°
K~~ak1 ... V, + V" ll0g ... K J + '

Aro = A" — AM_!(log hhi ... An_i)10.

Supposons ces expressions exactes pour une valeur de n et
pour les valeurs inférieures. Pour abréger, nous poserons

_ an+1k\ ... kn bn+1h\ ...hn
_ -» - * -H-r

MÇ-1...*.-,' "

••• kn TT * bhi ... kn
- ;- , tl„ =

bhi...hn—-jL ûfkx...kn—i
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On a

A»1 = AwA«-i

et

kn(log Kn)io _ H>g = Ä„(log K„_j)10.

On en déduit que A„ satisfait à l'équation de Laplace

— A®1 (log bhx ... hn)10 — hnAn = 0.

On a donc

A„+1 = A™ — An(log bhx ... hn) 10,

d'où

A„+1 = V„ [(log K„)10 + (log KJ10 (log - Hij
+ Vw+1(log Kn+1)10 + Vn+2.

En désignant par X le coefficient de V„, on trouve

An+1 = n+ lAn,

d'où

x = -h;+1.

On a également

(log K„r + (log K.)» (log - h; + h;+1 = 0.

Ces relations étant vraies pour n = 1, 2, sont vraies pour n
quelconque.

5. On obtient des relations analogues pour les transformés
B1} Ba, ... de B dans le sens des v. On a

Bj = B«' — B(log a)21 = — 1U + Uj(log + U2

et plus généralement

B„ = — + U„(log H„) 01 + U„+1.
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On a encore les relations

A„(log H„)°> — Klog IQ = Än(log

= S? — B„(log aki... K)n, Bi°+i = k„+lB,

B» — BJfflog akx ... AJ — AX = 0.

Observons que les plans et V„-iVnVn+1 étant
conjugués par rapport à Q, les points A» et Bw sont également
conjugués par rapport à cette hyperquadrique.

6. Désignons par Q(ft, q) — 0 la condition pour que deux
droites p, q se rencontrent et soit A — | xx10x01xn | . Nous avons

et par conséquent les points A + B, A — B appartiennent à Q
et sont les points d'intersection de cette hyperquadrique avec
la droite AB.

Au premier de ces points correspond la droite

Zi — z2[2a — (log a)10] — z3[2b — (log b) 01] = 0, = 0. (r2)

Ces deux droites, que nous désignerons respectivement par
r1 et r% sont liées d'une manière intrinsèque à la surface (x). La
première passe par le point x et la seconde est située dans le plan
tangent = 0 à la surface au point x.

7. Le plan BAAX coupe Q suivant une conique représentant
une demi-quadrique A1 dont le support a pour équation

Q{A, A) = 2A, Q{A, B) = 0, Q(B, B) = — 2A

Z 2 *3 *4
M

2b + (log b) 01 2a -f (Ioga)10 1

et au second la droite

*z\?î — z%{2a — (log a)10 } — z3 { eb — (log b) 01 }]

+ Mzxz± + 24(MN — 2ÒM — 2tfN)

+ 2 log
I>2 — N*4) (log a)10 — 2b(z, — M*4)>4 = 0.

Sciences. — 1959. - 835 - 55
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où nous avons posé, pour abréger,

M = 2a + (log a)10, N = 2 b+ (log &)10.

Au plan ABBj correspond de même une quadrique Az d'équa¬
tion

— z2[zx — z2{2a — (log a)10} — z9 {26 — (log A)01 }]

+ {ß H 2 j {zz — Mz4)4

+ + 24(MN — 2ÒM — 2aN)

+ 2 log {zs — M4) (log b) 01
- 2a{z2 — N*4) j *4= 0.

Les quadriques Alt A2 passent par les droites rlt r2. Elles ont
par conséquent en commun deux autres droites slf s2 s'appuyant
sur les premières.

D'autre part, les points Alt A, B, Bj étant consécutifs dans
une suite de Laplace, les sommets du quadrilatère gauche formé
par les droites rlt r2, slt s2 sont caractéristiques pour les quadri¬
ques Ai, A2. Il en résulte que les foyers de la droite r1 sont les
points r1s1, rxs2 et ceux de la droite r2 les points r2sx, r2s2. Nous
allons déterminer ces foyers.

8. Commençons par changer de tétraèdre de référence en
posant

pz[ = zx — z2[2a — (log a)10] — z3[2b — (log ô)01],

pz'2 — z2 — Nz4,

p4 = *3 — m4,

p4 = z4,

d'où l'on déduit

p'z 1 = 4 + z'2[2a — (log a)10] + zz[2b — (log ô)01]

+ 2*24flft — (loga)i®(log

p'z2 = z2 + N>4,

p'zg = 4 +

p'z4 =
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Les droites rx> rz ont respectivement pour équations z'z =
4 = 0, z[ = z't = 0.

Les équations des quadriques A lt A z deviennent respective¬
ment

—z'A + + <1~~) z2z'i + 2 (log [4(log a)10 — 2bz'3]z'i

+ Wt[z'%{2a — (log <z)10} + z'z\2b — (log b)01}]

+ 2z&(MN — 2ôM — 2aN) = 0,

- te + (jS + 2 te + 2 (log )01 [4(log ò)01 _ 2x06

+ Nj?J[{"2 — (log a)10} + z'z{2b — (log ô)01}]

+ 2 tek MN — 2ÖM — 2aN) = 0.

L'élimination de z'x> z entre ces équations donne l'équation
quadratique des plans rxsx, rxs2, c'est-à-dire

(a + 2 l) z? - (j8 + 2 f) z? + 2 (log I)10 &>g «)»
/ 6\01

— 2 — 2 (log -j M(log 6) « —2«M
+ (Bi4 — N4)[4{2 — (log«)10} + 2j{26 — (Log Ö)01}] = 0.

Ces plans coupent la droite r2 (z[ — z = 0) suivant les foyers
de cette droite.

L'élimination de z'i} z'z entre les équations de Alt A2 donne
l'équation quadratique des plans passant par r2 et par slt s2.
On obtient

42+[46 (log + 4a (log —2{ (loga)10(log ô)01— 4«ô}J

— (a + 2 [2 (log £)" (log J)01 + N{2i — (log 6)«}K

- (ß + 2 i) [2 (log I)" (log «)" + M { 2<2 — (log «)"}]
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[/ «Y10/ fe\014 (l0g b) \°g ai { l0g a)10(Iog ô)01 ah)

(a\iolog -j (log «)10M{2& — (log b) 01 }

-f 2 (log J "(log 6) "N { 2 b — (log b)>» > ] = 0.

Ces deux plans découpent sur rx les foyers de cette droite.
Désignons par P, P' les pôles par rapport à Q des hyperplans

J2J1JJ-1J-2 et JUiJ'J-iJU. c'est-à-dire les secondes images
des complexes linéaires oscillateurs aux deux congruences W
envisagées. Ces hyperplans contiennent les points Blf B, A,
Ax et par conséquent l'espace à trois dimensions déterminé par
ces points a pour droite polaire la droite PP'. Il en résulte que
les plans polaires des plans BiBA, BAA, passent par P, P' et
que les droites slf s2 sont représentées sur Q par les intersections
de cette hyperquadrique avec la droite PP'.

Liège, le 13 août 1959.
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