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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Note sur une transformation birationnelle de 1’espace,

par LuciEN GODEAUX,

Membre de 1'Académie.

Résumé. —- Construction d'une transformation birationnelle de
'espace en partant d'un systéme homaloidal forme des surtaces
cubiques passant par une quartique gauchc de seconde espece et
touchant un plan en un point.

De nombreuses transformations birationnelles de l'espace ont
été étudiées, mais dans la plupart des cas, les systemes homaloi-
daux de surfaces ne présentent pas de conditions de contact le
long des courbes fondamentales ou aux points fondamcntaux.
I1 convient cependant de signaler d'importantes recherches de
M. Burniat (1) sur le cas ou 1l y a contact en des points fondamen-
taux et aussi certaines recherches de M. Linsman (?).

Le but de cette note est I’étude d’une transformation biration-
nelle obtenue en partant d'un systeme homaloidal dont les sur-
faces touchent un plan en un point fixe. La formation du second

(Y) Sur les points fondamentaux des transformations bivationnelles de lUespace
(BuLL. DE L’ACAD. ROY. DE BELG., 1932, pp. 223-233, 867-870(, 923-936 ; 1933
pp. 163-178) ; Sur les transformations bivationnelles de l'espace ayant deux points
fondamentaux associés i1solés (IDEM, 1934, pp. 753-766, 887-901 ; 1935, pp. 48-65).

(2) Sur les transformations bivationnelles de l'espace dépourvues de courbes fonda-
mentales (BULL, DE L’AcCAD. ROY. DE BELG., 1933, pp. 1254-1262 ; 1934, pp. 222-
233, 296-303) ; Sur les points de contact d’un systeme homaloidal (BULL. DE LA
SOC. ROY. DES SCIENCES DE LIEGE, 1935, pp. 54-36).
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systeme homaloidal présente un certain interét qu’il nous a paru
intéressant de signaler (1).

1. Soient I', une quartique gauche de seconde espece, Q la
quadrique qui la contient. Considérons un point A n’appartenant
pas a O et un plan « passant par A et rencontrant /[y en quatre
points distincts.

Les surfaces cubiques devant contenir I°, doivent passer par
13 points de cette courbe ct sont donc en nombre ot Celles de
ces surfaces qui passent par A ct touchent en ce pont le plan «
forment un systéme linéaire triplement infinl que nous designe-
rons par | I7 .

Dans le svsteme ||, il v a une surface dégénerée a + Q.
D’autre part les surfaces I+ assujetties a toucher en A une droite
n'appartenant pas a e ont un point double en A ; nous les de-
signerons par IY,. Elles forment un réseau |I'y| et passent par
les trois bisécantes ay, a,, a, de ' 1ssues de A.

IF | est un systeme homaloidal.
I’/ et représentons-la point par

Nous allons montrer que

I——

Considerons une surface I' de
point sur le plan ¢, de manicre qu'aux sections planes de F
correspondent des cubiques passant par six points O,, O,, ..., O
(non situés sur une conique ct dont trois ne sont jamais en ligne
droite) et qu’a la courbe I’y corresponde une courbe du sixieme
ordre v, passant trois fois par O,, O, et deux fois par O,, Oy, O,
0. So1t A’ le point homologue de A.

Aux sections de Fpar les autres surfaces I+ correspondent des
cubiques planes 0 passant deux fois par A’ et une fois par les
points O, O,, O, O,. Les cubiques 6 forment un résecau homaloi-
dal et par consequent trois surfaces I' n'appatenant pas a un
mdéme faisceau se rencontrent en un seul point variable avec les
surfaces. Le systeme | I' | est donc homaloidal.

A une courbe 6 correspond sur la surface F une quintique
rationnelle ayant un point double en A, les tangentes en ce point

(1) Au sujet des transformations birationnelles de l'espace, on peut consulter
nos travaux : Les transformations bivationnelles de l'espace (MEMORIAL DES
ODCIENCES MATHEMATIQUES, fasc. ILXVII, Paris, Gauthier-Villars, 1935) ; Géo-
metrie algebrique, tome 1 (Paris, Massen et Licge, Sciences et Lettres, 19-48).
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appartenant au plan «, ct s'appuyant en dix points sur la courbe
I'y. Deux surfaces de | F| se rencontrent donc suivant une quin-
tique C présentant les particularités précédentes. Dans l'inter-
section d'une courbe C et d'une surface I¥ qui ne la contient pas,
le point A compte pour quatre.

Deux surfaces F rencontrent le plan a suivant deux cubiques
ayant un point double en A et passant par les quatre points
A,, Ay, Az, A, de rencontre de I', avec a. Elles ont encore en
commun un pomnt qui appartient a la courbe C commune aux
deux surfaces.

2. Designons par S; espace contenant

Il et rapportons pro-
jectivement les surfaces F aux plans d'un second espace S;. Nous
obtcnons ainsi une transformation birationnelle T. Aux plans
de S, correspondent dans S; des surfaces I'' du cinquieme ordre
ct aux droites de 5,, des cubiques C'. Observons quune droite
de S; nappartient pas en général a une surface I, donc les cu-
biques C' sont en général gauches.

Pour déterminer les courbes-base du syst¢me homaloidal |1
recherchons les surfaces fondamentales du systeme | IY

Les géncratrices rectilignes de O trisécantes de la courbe I
sont fondamentales pour

N,

y

Fi et a ces génératrices correspondent
les points d'une conique I, simple pour les surfaces 1€,

Reprenons le réseau homaloidal |6 du plan o rencontré plus
haut. La droite A'O, est fondamentale pour ce réseau et il lu

ey

correspond sur I+ une conique o s'appuvant en quatre pomnts sur
[", et passant par A. A la section de D par le plan a correspond
dans o une cubique v, passant par O, O,, ..., O, et avant un point
double en A’. La droite A'O4 ne rencontre pas vy, en dehors de A’
O, et par conséquent la conique & touchent le plan « en A.

[.a conique 6 n’est pas rencontrée en dchors de A et de I par
les surfaces F, donce elle est fondamentale pour |[I7]. 11 lui corres-
pond dans S; un point, double pour les surfaces I’

On peut reprendre le méme raisonnement pour les droites
A'O,, A'O;, A'O,.

Considérons maintenant la conique o' passant par A’, Oy, Oy,
O;, Og. Elle est fondamentale pour le réseau |0] et il lui correspond

sur I une conique & rencontrant I', en quatre points et tou-
chant a en A.
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On voit donc que sur une surface I se trouvent cing coniques
fondamentales & pour I' et aux coniques o situces sur les diffe-
rentes surfaces IF correspondent les points d’une quintique I
double pour les surfaces I+'.

Les courbes I, I sont _es seules courbes fondamentales,
base du systéme ||, car l'intersection de deux surfaces F' se
compose de Iy, de I's comptée quatre fois et d'unce cubique C'.

Dans S, la quadrique Q ct la surface 4, lieu des coniques o,
forment la jacobiennc de |F . Celle ci est d’ordre six. De plus
la surface 4 passe deux fois par [',. Elle a un point multiple
d’ordre quatre en A, le cone tangent étant forme du plan a et de
la jacobienne du réscau des cones tangents en A aux surfaces b,
c est-a-dire des plans a,a,, aza,, a,a.,.

3. Désignons par o’ le plan qui correspond dans S; 4 la sur-
face a - Q. Ce plan contient la conique I',.

Sur la surface a + O, les surfaces I' découpent des quintiques C
dégénérées en la section par le plan o de la surface I considerce
et les deux trisécantes de I'y s'appuvant, en dehors de A, A,, As,
A,, sur cette section.

La surface a 4+ () contient cingq coniques o, a savolr les co-
niques formées de la droite AA, (1 = 1, 2, 3, 4) ¢t de la trisccante
de I', sappuvant sur cette droite en un point distincts de 4, et
la conique détermince par les points A, A;, A, Aj A, Aux
quatre premicres correspondent quatre points A, Aj Aj Ay
communs aux courbes I, I',. A la dernicre correspond un point
A’ n’appartenant pas a Iy, cinquieme point d’intersection de I
avec a’.

Désignons par o les sections des surtaces I' par le plan a ; ce
sont des cubiques ayvant un point double en A ct passant par A,
A,, A, A, elles forment un réseau homaloidal. Deésignons par ¢
les sections par le plan o', en dehors de I, des surfaces F'. Ce
sont ¢également des cubiques ayant un point double en A’ et
passant par A;, A;, A; A, Elles forment donc un réseau
homaloidal et par cons¢quent 1l existe une surface I'' dont le plan
a' fait partie, car autrement les courbes ¢’ seraient en nombre oo3.

Entre les plans a, o', T détermine une correspondante biration-
nelle qui fait correspondre aux droites de a les cubiques o’ et aux

droites de a’, les cubiques o.
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4. Considérons une surface F, de 'F, |, surface possédant un
pomt double en A et passant par les droites a,, a,, a;, cordes de I',
passant par A.

Projetons F, de A sur un plan o et soient O;, O,, O, les inter-

sections de a,, a,, a3 avec o. Aux scctions planes de I, corres-
pondent dans ¢ des cubiques y4 passant par O,, O,, O, et par trois
autres points O,, O;, O Ces six points sont sur une conique v,
représentant le domaine de A sur I'y. Observons qu’il n’y a que
deux des droites AQ,, AO;, AQ;, par exemple les deux premiéres,
qul rencontrent I, donc a cette courbe correspond dans o une
quartique vy, ayant des points doubles en Oy, O,, O3, des points
simples en O, O;, mais ne passant pas par O.

A la section de F, par le plan a correspond dans ¢ une droite 7
rencontrant v, en deux points R;, R,, images des points de la
section infiniment voisins de A.

Aux sections de la surface I, par les surfaces F correspondent
dans ¢ des cubiques ¢ passant deux fois par O, une fois par Oy,
O;, R, R, et formant donc un réseau homaloidal |6 |. En parti-
culier, lorsque la surface I est une surtface If,, les cubiques #
comprennent comme partie la conique vy, et sont compléetees par
les droites passant par O,

Aux surfaces I, correspondent dans S; les plans d’une gerbe
de sommet A,,.

Les droites O,0,, 0,0, représentent les deux trisécantes de I,
appartenant a la surface F,. Aux droites OsR,, OR, correspon-

dent sur I, des coniques & s'appuvant en quatre points sur [, et
touchant le plan a en A. On en conclut que le plan de S; homo-
logue de F, ne rencontre plus I's qu’en deux points en dehors
de A, et que ce point est donc triple pour cette courbe.

———

5. Si nous considérons la section de F, par une autre surface
k,; elle comprend, en dehors de I';, les droites a,, a,, a; et une
conique ¥ representée dans o par une droite passant par Os.
Cette conique ¥ s’appule en quatre points sur I',, passe par A
en vy ayant comme tangente la quatrieme droite s commune
aux cones tangents en A 4 IF, et 4 la seconde surface F, considérée
Elle rencontre encore a en un second point commun aux sections
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des surfaces I, considerées en dchors de A, A, A,, A;, A,. L'en-
semble des droites a,, a,, a, et de la conique ¥ est une courbe C.

A la conique ¥, T fait correspondre une droite s’ passant par
A,. La transformation T induit donc entre les gerbes de sommets
A et Ay une transformation birationnelle T’ faisant correspondre
a la droite s la droite s’.

A la surface F, correspond un plan 8’ passant par A,; aux

coniques ¥ se trouvant sur F, (et formant un faiscecau) corres-
pondent les droites s’ du faisceau (A, ). Les tangentes s aux

coniques ¥ appartiennent au cone tangent a F,en A. On en con-
clut qu’aux cones du sccond ordre passant par a;, a,, a;, 1’ fait
correspondre les plans passant par A,. Donc T’ est une transfor-
mation quadratique.

Une droite s passant par A est rencontrée en deux points par
les surfaces I, en dehors de A, dont T fait correspondre a s unc
conique ¥’ passant par A, ct touchant en ce point la droite s’
que 1’ fait correspondre a s. La conique ¥’ se trouve dans le plan
que T fait correspondre a I'unique surface I+, contenant la droite s.

Supposons que la surtace I, soit tangente en A au plan a.a;.
e cone tangent en A se décompose en ce plan et en un plan
passant par a,. S1 I'on prend la représentation sur le plan o, la
conique vy, cst décomposée en deux droites, I'une contenant les
points O,, O,, O, I'autre les points O,, O,, O,. Le point R, appar-
Lient a la premicre droite, le point R, a la seconde. 11 n'existe donc
plus sur la surface F, qu'une conique §, représentée dans o par
la droite OgR,. Aux ool surfaces I, tangentes en A au plan a.a,
correspondent les plans passant par la droite a; et ces plans ne
rencontrent plus Iy qu’en un scul point variable. Par conséquent,
la droite a; est tangente en Ag a la courbe I,

On peut faire le méme raisonnement en partant des plans a,a,,
a,a, et 'on voit que les droites fondamentales a,, a,, a; de la
transformation T’ dans la gerbe de sommet A, sont tangentes
en ce point a la courbe 77,

6. La conique ¥ correspondant a une droite s’ passant par A,
rencontre un plan de S; en deux points, donc cette droite s’ ren-
contre une surface F’ en deux points en dehors de A, et ce point

est donc triple pour les surtaces I'".
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Une conique ¥ est l'intersection de deux surfaces IF, et touche
en A la droite s commune aux cones tangents en A aux deux
surfaces, en dehors de a,, a,, a,. La droite s peut appartenir
au plan a et dans ce cas, la conique ¥ devient unc conique o.
A cette conique correspond un point P’ de I'y appartenant & la
droite s’. Dans ces conditions, le lieu de la droite s’ lorsque s decrit
le faisceau (A, a) est le cone Q' projetant Iy de A, Cec point
¢tant triple pour Iy, le cone Q' est du second ordre.

Au point du plan a infiniment voisin de A sur la droite s consi-
dercée correspondent les points de la droite s'. On retrouve ainsi
la justification du fait que les surfaces I+ touchent le plan a en A.

Les génératrices du cone (' ne rencontrent plus les surfaces I
cn dchors de Iy, ces droites sont donc fondamentales pour le
systeme | I

»

Au plan a correspond dans S; une surface du cinquieme ordre
contenant «’ comme partie et compléetée par une surface du qua-
trieme ordre passant doublement par ;. Cette surface du qua-
tricme ordre contient le cone Q' et est par cons¢quent le cone Q'
compte deux tois.

On observera que dans la transformation induite par T entre
les plans a ¢t a’, au domaine du point A correspond la conique
déterminée par les points A, A,, A,, A, A, Cette conique est
précisément l'intersection du plan a et du cone Q.

Dans la transformation T’ entre les gerbes de sommets A, A,
le come Q' correspond evidemment au plan a.

7. Les droites g’ s’appuvant en deux points distincts sur [
ct en un point sur I, sont fondamentales pour le systeme | I

!

Les droites s’appuvant en deux points distincts sur I'y ¢t sur
une droite d' engendrent une surface d’ordre treize passant trois
fois par d' ¢t quatre fois par I';. Cette surface rencontre la co-
nique 17, en dchors des points d’appui de I'y sur Iy, en dix
points. Donc la surface 4’, lieu des droites g’, est du dixieme
ordre ; clle passe quatre fois par I's et trois fois par I'y. Le restant
de 'intersection de 4" avec le plan o’ est form¢ des quatre droites
passant par A’ ct respectivement par Aj, Ay, A;, Ay

A une droite g’ correspond dans S; une courbe C formee de

deux coniques 6 ct d’'une trisécante de I',.
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Considérons un point P de I',. Par ce point passe une tri-
sécante g de I', et deux coniques o, puisque [, est double pour 4.
Les surfaces F passant par g forment un réscau et touchent en P
la quadrique Q. Il existe donc un faisceau de surfaces I ayant
un point double en P. La base de ce faisceau, en dehors de [,
est constituée par la droite g et par les deux coniques 6 passant
par P. Aux surfaces IF considérées correspondent les plans passant
par une génératrice ¢’ de 4’ et les points de cette génératrice re-
presentent les points infiniment voisins de P.

La surface 4’ est la surface fondamentale associce a la courbe
fondamentale I', et I'ordre de 4’ est bien ¢gal au nombre, dix,

des points d’appui des courbes C sur 1.

8. Une droite de S; rencontrant Q) en deux points et 4 en six
points, la courbe C' qui lui correspond s’appuie en deux points
sur I, et en six points sur I's. Les courbes C' étant des cubiques
gauches et devant dépendre de quatre paramctres ne sont pas
assujettics a d’autre condition. kin particulier, elles ne passent
pas par Ay et par suite aux points infiniment voisins de A,
correspondent dans S; les points d 'une courbe.

Solent PP un point de a, ¢t » un plan passant par cette droaite.
Il existe un faisceau de surfaces I, touchant = en P. A ces sur-
faces correspondent les plans passant par une droite p' et aux
points mfiniment voisins de I’ situes dans lc plan @ correspondent
les points de p'. La droite p" n’est autre que la droite du plan
dsy, passant par Ay, que T’ fait correspondre au plan m. Il en
resulte que, lorsque P ovariant sur «a,, aux points mfiniment
voisins de a; correspondent les points infiniment voisins de A,
dans le plan aya,,.

De méme, aux points infiniment voisins de a, (ou de aj)
correspondent les points infiniment voisins de A, situés dans
le plan aza; (ou dans le plan a,a,).

On en conclut que les surfaces I ont en A, un point triple
triplanaire, les plans tangents ¢tant les faces du triedre d'arétes
a, dy, ds,.

Aux plans passant par A correspondent dans S; des surfaces I
contenant comme partie fixe le cone Q’. La partie variable est
une surface cubique ayant un point double en A, Le coéne

_ 439 —



L. Godeaux. — Note sur une transformation birationnelle, eic.

tangent en ce point a cette surface est le cone que 1’ fait corres-
pondre au plan considéré ; ce cone passe par les droites aj,
Ay, As.

La jacobienne de (I | est formée des surfaces 4’ et Q’. C'est une
surface d’ordre seize passant sept fois par I', et trois fois par I7.
Si 'on défalque de cette surface la composante 47, 11 reste une
surface du sixiéme ordre ne passant plus par I, mais passant
trois fois par . Cette surface est formée par le cone Q' compté

trois fois.
La jacobienne du systeme | I | est formée de la surface 4’ et du

cone () compte trois fois.

Liege, le 23 avril 1959,
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