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GEOMIEETRIE ALGEBRIQUE.

Note sur les surfaces de genres zeéero
possedant un réseau irréductible de courbes bicanoniques,

par LuciEx GODEAUX,
Membre de I’Académie.

(Deuxieme communication).

Résumé. — Etude de la surface algébrique de genres p, = p, =0,
p = P, = 3 dont les courbes bicanoniques forment un réseau
irréductible dans le cas ol il existe une courbe six-canonique formée
d'une part par trois courbes bicanoniques distinctes et d’autre part
par deux courbes tricanoniques distinctes.

Dans notre premiere communication (!), nous avons montré
que si une surface algébrique F de genre p, = p, = 0, p\V = P,
= 3 possede un réseau irréductible de courbes bicanoniques,
elle possede une courbe I' dont le double est une courbe bica-
nonique, dont les adjointes forment, avec la courbe I’, des courbes
tricanoniques et les couples d’adjointes des courbes tétracano-
niques. Le modele tricanonique de la surface I, situé dans un
espace a s1x dimensions, appartient a deux, trois ou quatre
hyperquadriques indépendantes. Dans les deux premiers cas, la
surface I' contient au moins une courbe six - canonique formée
d’'une part de trois courbes bicanoniques et d’autre part de deux
courbes tricanoniques. Cette particularité peut se présenter de

deux manieéres :

a) Il existe sur F six courbes I}, I, ..., I'y telles que les
courbes Iy + I,, I'; + I'y, I's + Iy solent des courbes bicano-
niques et que les courbes I — I'y 4+ I';, Iy, + I'y + Iy solent
des courbes tricanoniques.

() BULLETIN DE L’AcaDpEMIE, 1959, pp. 52-58.
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Lucien Godeaux. — Note sur les surfaces de genves zévo

b) 11 existe sur F quatre courbes Iy, I,, I';, I’y telles que
I+ Iy, I'y 4 I', soient des courbes bicanoniques et que 217
+ I, 21y, 4+ I', des courbes tricanoniques.

Dans cette note, nous examinons le premier cas. Nous démon-
trons que les six courbes I}, I, ..., I sont 1solées, qu’elles ont
le genre trois et le degré deux, et qu’elles se coupent deux a deux
en deux points. Nous en déduisons l'existence de la courbe I’
dont 1l est question plus haut. Nous formons ensuite les systemes
bicanonique et tricanonique de la surlace.

Une surface de genre p, = p, = 0, $'¥ = P, = 3 que nous

avons construite autretois prouve l'existence de la surface F
étudiée 1ci.

1. Soit I¥ une surface algébrique de genres p, = p, =0,

PV = P, = 3, dont les courbes bicanoniques C, forment un
réseau 1rréductible.

Nous allons examiner 1’hypothese ou 1l existe une courbe
six-canonique (g formée d'une part de trois courbes bicanoniques
C, et d’autre part de deux courbes tricanoniques C;. D’une

maniere précise, nous supposerons qu’il existe sur I six courbes
distinctes I, 15, ..., I's telles que 'on ait

Coz==I1+ 1y, =15+ 'y =1y + I,
(_‘_‘_3:_—_—:[‘1_{_]134—[15?;:F2+F4+Fg,

Ja courbe six-canonique étant formée des six courbes I

Le systéme tricanonique |C,| étant l'adjoint du systeme
bicanonique |C, |, nous avons

F{EF4+FGJ F:;EF6+F2! F;EF2+F41
F;EF3+F5’ iEF3‘|‘F1: FéEF1+F3-

Nous désignerons par =, le genre de [, par #,; son degre, par
1, le nombre de points communs a [, I',.. Nous représenterons
suivant 1'usage par [X, Y] le nombre de points communs a deux
courbes X, Y. Enfin, nous désignerons par 7, la dimension du
systeme | I7; |.

Les courbes C, ont le genre sept et le degré huit, par conséquent,
en exprimant que la courbe Iy + [, a ces caracteres, on a
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possedant un reseau vrreductible de courbes bicanoniques

r—_—_—— = —r erT— ™ —_ - —

mo oy Ny, = 8, Ny b R + 20y, = 8, (1)

Nous avons ¢également

My T Mg == Hyg — Tyg = My5 T My (2)

2. Observons que le systéme || nc peut contenir le systéme
linéaire |C,|, car la courbe I'y — I'}, qui ne peut exister puisque
b, = 0, comprendrait la courbe I, comme partie. Il en résulte
que les courbes C, découpent sur une courbe I3, une série linéaire
d’ordre #,; + #,, non spéciale et par conséquent de dimension
My T g — T

Les courbes C, passant par #,, + #;, —m; 4 1 points d'une

courbe I contiennent cette courbe et sont complétées par les
courbes I',. On a donc

2 — (nyy + My —my + 1) =1,
c’est-a-dire
Hyg & Wy =m + 1 —7,
En intervertissant les roles des courbes I3, I,, on a de méme
Wos -+ My =y + 1 — 7.

En additionnant membre a4 membre ces deux relations et en
tenant compte des équations (1), on a

e = 2 — (V) + 7y).

Les courbes I3, [, ne peuvent toutes deux appartenir a des
faisceaux car les oo? courbes bicanoniques C, scraient réductibles,
contrairement a ['hypothese. L’une au moins de ces courbes,
soit par exemple [, est 1solée et on a »;, = 0. La courbe [} peut
etre 1solée (7, = 0) ou appartenir a un faisceau (v, = 1).

Placons-nous dans cette derniere hypothese. La formule pré-
cédente donne n,, = 1 et les courbes I, rencontrent la courbe [}
en un point fixe, caron a #;; + #;p—m; = 0. Ona ny;, = m — 1
Mais alors, la courbe [, passant par un point quelconque de [}
contient cette courbe comme partie, alors que I’'on a supposé [}

et [, distinctes. On ne peut donc avoir », =1 et les courbes
I, I, sont 1solées.
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3. S1 7, =7, =0, on a

La relation (2) donne actuellement

m -+ 1 = 05 - nyy = 15 -+ Ny,

d’ol, en tenant compte de I, = I'y + I,

27, + 2 = nyy Mys + Nyg F Hyg = Nyg + Ny5 | 2mp—2,

Nyg + M5 = 4.

De la relation I, = I'; + I';, on déduit

(I, IN] = ny3 + 145 = 4.
D’autre part, de la relation fondamentale

I—|2ir FIEF{ F2J

on tire
Iy, I')] = m + 1.

OnadOHC [F;, Fl:l =4=W1+ 1, d’Oi]. 771:3, %1] :2‘.
On trouvera de méme m, = 3, M, = 2 et plus géneéralement

Ny, = Mgy = Mgz == Nygy = N5 = Hgg = 2,
Mg = Ngq = Ngg = 2,

4. En considérant les intersections de
F1+F EF3+F4EF5+F6
successivement avec chacune des six courbes I, on a

Nyg + Nog = Ngs —+ Mg = 4, Ny + Nog = Ny5 + Ny = 4,

S
en
+
S
]
S
+
w&
|

b, Mg + Ngg = Ngg + Ngg = 4.

On en déduit
iz = Moy, N1g = Nog, Ny5 = Ngg, Mg = MNos, Ngs = Mye, Mze = Mys.
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D’autre part, en considérant les expressions de Iy, I, I%,
on trouve

d’ou l'on déduit #,, =
Ainsi donc, les courbes I'y, I'y, ..., I'y sont des courbes isolées de
genre trois et de degre deux, qui se rencontrent deux a deux en deux

boints.

5. La surface F étant réguliere, le systéme |I| découpe sur
la courbe I la série canonique compleéte et comme i1l ne peut
contenir cette courbe (p, = (), il a la dimension =, — 1 = 2.

Sur la courbe I3, le série paracano-
nique g,. La courbe I} qui passe par deux points de I, contient
cette courbe et est complétée par une courbe 1solée X,,. On a
donc

Fl — F + X12:
d’ou
I =T+ X,=1+C,

On en déduit
Xpe+ Ly =011+1T, X,+I,=1,+1,
On a également les relations fonctionnelles
Xe+Is=0I+T, X,+I,=I,+T,

Sur la courbe I';, |I7| découpe également une série paracano-
nique g, et il existe donc une courbe X,;, isolée, telle que Iy = I,

+ Xya.

D’une maniere générale, nous poserons

=T, + X =T+ Xy =Ty + Xya =T+ X5 = Ty + Xy,
Ii=Ty 4+ Xy =T34+ Xoy =T, + Xps =T'; + X, = Ty -+ Xy,
M=T+ Xy =T+ Xgy =T, + X =I5 + Xgs =T + Xy,

=+ Xy=D 4+ Xp=T, 4+ Xy =T + X5 =+ X,
Fs=I+Xg=D+Xp=T3+ X = 'y + Xys =T + Xgs,
Fo=T+ Xy =T+ Xgp = Iy + Xgy = 'y + Xga = Iy + Xqs.
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Toutes les courbes X, sont 1solées.

6. De F{EF3"!—X13, on déduit
I'' =L+ T'e+ Xy=2I1+ =10+ 1’5 + I,
d’ou
X 4+ 1y = 2175, X13+F2§F1+F5-

On a également

Xig+ Iy =1y + L
De Iy =TI, + X, on déduit de méme
X42+F3EF4+F6: X+ 1’5 =21,

Les courbes X,,, X,, étant isolées, coincident.
On démontre, de la méme maniere, la coincidence des courbes

X5 et Koz Rog €t Xy, Xogg et X1, Rgg €t Xgg, Xgg et Xy
On obtient ainsi le tableau suivant :

X13+F2EF1+F5: X13+FSEF4+FGJ X13+F5:__H:2F4:
Xy + g = 217,

Xig+ =11+ 1, X5+ I3 =20, X5+ Iy =21,
X15+F5:F4+Fﬁr

Xog + 1IN =1+ I, Xoy+ Iy = 1I's + I's, Xy + Iy == 21,
Kog + I'g = 21,

X26+FIEF2+F4: X26+F352F2: X26+F4E2F51
X26+FGEF3+F5,

Xas + I = 215, Xys + 1o =21, Xy + 1I'y=17+ 1,
X35+F5::—F2+F6,

X+ I1 =28, Xyg + 1, =21;, X+ 13=1,+1,
Xgg + Lg =17+ I's.

7. Nous allons démontrer que les courbes X, et X, coincident,
de méme que les courbes X,, et X,,.
Nous avons
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possedant un véseaw irvéductible de courbes bicanoniques

Xs+ =0 +Ty=I4+T,+T, X,=1I + T,
Xog + 17 =1 + I,
Xis + Xog = I+ 1"y + Ty = C,,.
De méme
Xog + 1 =Ty +T, =T,+1,+-T, X—1,-+1T.,
Xog + Xy =1+ 1, + I's = C.,
De plus

X15+X2GEC2:X;5+X;GEF1+F2+F5+F6“—_‘:2C2E 4

Nous avons démontré dans notre premiere communication
que ces circonstances n’étaient possible que si X, et X,¢ coinci-
daient. Nous désignerons cette courbe par I' et nous aurons

I'+~n=1,+1I, I'+TIy=0I+1, I'+ I'y=2, =2
I'+1I'y=2N=2I,, '+ I's=I,+1,, I'+1;=1I,+1T,

et
[" =1, + L =1, + I, 2I"=0C(,.

Nous avons d’autre part
Xga+11=1,+1;,, Xy, +1,=1,+1¢ X,y +1T,=1,+1
Xyyt+1lo=10+1, X+ 1a=01+1,, Xua+1Te=I,+1,
On en déduit
Xy = 205, Xy = 21,
Xgy + Xygy = C,, X + X5y = Cy,
Xga + Xys =G0y, X5 + X3 = Cy,

d’'ou 'on conclut que X,;, et X,; coincident. Nous désignerons
cette courbe par I', et nous aurons

r,+TI=I,+T1, I'y+T,=I,+T, Ty+ =TI +T,
FO 'F4EF2+F6: FO FSEF2+F3: TO—’—FGEFI Fdr
Iy =2, =2, 2I', = C..
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Observons que nous avons
I'=I~nIN+1T'g=1,+ I,
[y=2 =2, =2+ T'y— 1T, =2+ I'y— I,
d’ou
20 + I'g = 20", + I'y, 21N+ I'y =215 + I

8. On a
F£Er2+X12£F4+F6: Fégrl‘{‘le

d’ou

Iy+T,

59
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X + X, = C,.
On obtient de méme
XKz + Koy = Xgs + X, == X5 + Xg5 = C,.
De Il + I'y =TI, + I', on tire
ri+r1r,—r,=r,-+1I,—1I7,
c'est-a-dire X, = X.;. On a encore
I's+1Ig—1,=1,+1,—1],

C’CSt-gl-diI'e X65 — X?-l'
Un calcul analogue a celui qui a été fait au N° 6 donne

Xeth=I i+ X+ L=+ I, Xp+ Iy=1+ 175,
X+ 1ls=1\+1, X+ 1ly=1,+ 1

X+ D=L+ 1, Xgg+ 1=+ T, Xg+ Iy=17+ 1
Xy +1ls=0+15 Xg+1lTe=1+ 15
On vérifie facilement, a 1’'aide de ces formules, que l'on a
Cs = Xpp + Xpg + X5 = Xy + Xy3 + X

Cela va nous permettre d’obtenir de nouvelles courbes trica-
noniques C,;. En utilisant les formules précédentes de toutes les
manieres possibles, on aura

C,=2I"+ T, C,=2I,+T,
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En comparant aux relations définissant les courbes C,, on a
N+ry=0,+r, IN+I,=1I,+1T,

Nous avons obtenu plus haut
r'+~n=I1,+10, I's+I|,=1;-+ I

Les deux derniers membres sont identiques, doncona I'y = I.

9. Cette conclusion va nous permettre de déterminer X,,,
Kopy Kz Koy, Kzs €t Xy,
Nous avons

A Ti=Xy+ Dy=Xy + Lg=1y + Iy= 1+ =21, =21
d'ou X3 = I3, Xy5 =15 ;
o+ Ty =Xy + [N =X5+ 15 =g+ Iy
=1+ I'y =2 =2[7,
d'ott Xyy = I, X5 = 1I'5;
Iy + 1 =10+ 'y = Xy + 17,
dou X, = I';;
Py+ Lo =15+ I's = Xy, + I,
d'ou X,, = [,.
On obtient ainsi
N=r,+r, I,.=I+1I, Is=I+1, Ij=1I41I,
I's=0;+1, Is=I,+1T;
10. En conclusion, la surface F contient sept courbes isolees de
genve tro1s et de degvé deux, se rvencontrant deux en deux points.

Cette surface contient huit systemes lin€aires de genre sept
et de degré huit, a savoir le systeme bicanonique

Co=hh+Lo=0+ Ty =15+ Iy =2

et les systemes adjoints

rN=r,+T,=I+T,=I+T,
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F;EF1+F4—:—F3‘|‘F555F+FG:
g =2I"=1,+1Ty=2I'y =1+ I,
=1+, =2, =2Iy=1 + I,
F;§5F2+F4EF3+FEF+F1:
[ =1 +1,=I,=I,=1+ T,

I"=1N+Ts=1,+ I's =20y =21,

|

Quant au systeme tricanonique C,, 1l contient les courbes

r,+nor,+rI, I+-T,+T, 2In+1I, 2I,+T, 2T
or,+T '+I,+T, '+ T, I, 2I' 4+ 1T, 2I,4 T,

On reconnait, aux notations pres, que la surface de genres
b, = p, = 0, P, = 3 que nous avons construite autrefols comme
image d’une 1nvolution cychique d’ordre huit privée de points
unis appartenant a une surface de genres p, = p, = 7, p W = 17,
P, = 24 (1) est un cas particulier de la surface I étudiée 1c1, ce
qui prouve l'existence de cette derniere surface.

Liege, le 28 janvier 1959.

(1Y Sur la constriuction de surfaces non ralionnelles de genves zéro (BULLETIN DE
L' ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE, 1949, pp. 688-693).
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