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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Construction d'une surface algébrique
possédant une seule courbe canonique de genre cinq,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction d'une surface d'ordre seize, située dans un

espace à cinq dimensions, possédant une seule courbe canonique
d'ordre huit et de genre cinq.

Lorsque l'on veut construire une surface algébrique de genres

pa = pg = 1, pM = 5, Pa = 6, la première idée qui vient à
l'esprit est de considérer, dans un espace linéaire à cinq dimen¬
sions, la surface intersection de deux hyperquadriques et d'une
hypersurface du quatrième ordre touchant un hyperplan le long
d'une hyperquadrique. Si

fo{%0> Xl> = 0, /l(#0> %x> •••> %s) = 0

sont les équations des deux hyperquadriques et

[92(1» *6)]2 ~h x0Ws(x0, %i> •••» 5) = 0

celle de l'hypersurface du quatrième ordre, la surface F, inter¬
section de ces hypersurfaces, touche l'hyperplan x0 = 0 le long
de la courbe C : f0 = 0, fx = 0, <p2 = 0, qui est une courbe d'ordre
huit, de genre cinq, dont la série canonique est découpée par les
hyperplans. Pour que la surface F réponde à la question, il faut
que la courbe C soit la courbe canonique et que le système bicano
nique soit celui des sections hyperplanes. Or, on sait qu'en géné¬

ral, le système canonique de la surface considérée est découpé
par les hyperquadriques. Pour que la surface F réponde à la
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L. Godeaux. — Construction d'une surface algébrique

question, il faut donc que ses équations satisfassent à d'autres
conditions. L'objet de cette note est de construire une surface F
répondant à la question. A vrai dire, nous y arrivons par une voie
détournée, en construisant la surface comme image d'une involu¬
tion et il en résulte que la surface construite a le diviseur de
Severi égal à quatre, alors qu'il est vraisemblable que la surface
la plus générale de la famille indiquée a le diviseur égal à l'unité.

1. Dans une note récente (1), nous avons démontré que la
variété algébrique V6 à six dimensions, obtenue dans un espace

S15 en exprimant que les matrices

Yoo Y 01 Y,

Y 01 Yu Y

Y 02 Y Y,

02

Zoo Z01 Z<)2 z,

Z<)i Z11 Z12 Z,

Z02 Z12 Z2o Z.

Z()3 Z13 23 Z;

03

(1)

sont de caractéristique un, est coupée par un espace Sn suivant
une surface F de genres >a = ftg = 3 ,p(1) = 9, P2 = 12,

Les courbes canoniques sont découpées sur F par les espaces

A0Y00 + iY01 + A2Yo2 — 0,

AoYqi + AjYu + A2Y12 = 0,

AoY0a + AjY12 + A2Y22 = 0,

et le système bicanonique coïncide avec celui des sections hyper¬
planes.

Considérons dans S15 l'homographie H d'équations

V' -V' -V' • V' • V' -V' '7' '
1 00 • x 01 • 1 02 • 1 11 • 1 12 • 1 22 • 00 •

Z! . rjt , rjl t rjl , rj I #
rjf t rj I , rj i

m
rjt _

01 • "11 ' "22 * "23 • "33 * 02 • 03 * "12 * 13 —

Y00 : - Ym : - Yn9 : Y

Y22 : — Z00 : Z01 : Zj

il • Y12

-Z22 : Z23 Z33 :Z02 . Z03 . Z12 . Z13.

(1) Une famille de surfaces algébriques de diviseur deux (Bull, de l'Acad. roy.
de Belg., 1959, pp. 373-380).
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possédant une seule courbe canonique de genre cinq

Chacune des matrices (1) est transformée en soi par l'homo¬
graphie H et les axes ponctuels de celle-ci sont deux espaces S7,

S, à sept dimensions dont les équations sont

Y 01 = Yoa = Z00 = Zw = Zn = Zg2 = Z23 = Z33 = 0, (S7)

Yoo ~ Yu = Y12 = Y22 = Z02 = Z03 = Z12 = Z13 = 0. (S7)

Supposons que l'espace Su qui contient F soit l'intersection de

quatre hyperplans unis pour l'homographie H, deux passant
par S7 et deux par S7. Écrivons les équations des deux premiers
sous la forme

Y ox = äjZqo + #aZ01 an -f &iZ22 ~b -( Ô3Z33,

i r i ! ! * '

Y 02 = Zqo "H a2Z0i + Zii ôjZ22 4~ bz'Z'23 -1

et celles des deux derniers sous la forme

Zi(Yoo> Yxi, Z13) -= 0, fz — 0.

L'homographie H transforme en elle-même la surface F et
engendre sur celle-ci une involution I du second ordre. Observons
que l'homographie H détermine dans l'espace Sn contenant F
une homographie ayant pour axes ponctuels deux espaces li¬

néaires à cinq dimensions qui ne rencontrent pas la surface F.
L'involution I est dépourvue de points unis.

2. Désignons par F' une surface image de l'involution I. Pour
obtenir ce modèle, il suffit de projeter F à partir de S7 sur S7.

On obtiendra donc les équations de F' en éliminant Y01, Y02,

Z0o» Z01, ..., Z33 entre les équations de F.
On a tout d'abord deux équations

YuYaa Yj2 = 0, Z02Z13 Z03Z12 = 0. (3)

Nous avons

Zoo Zox Z11

Z02Z03 Z12Z03 Z12Z13

Z22 Z23 Z33

Z02Z12 Z03Z12 Z03Z13

7 p,

PP =
Z03Z12
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L. Godeaux. — Construction d'une surface algébrique

Des équations (2), on déduit

pA + p'B = Y01, pA' + p'W = Y02,

où l'on a posé

A = #jZq2Zq3 H 21203 H "31213'

B = ôjZ02Z12 ~t~ 20318 + 303 13>

A' = «iZ02Z03 -f #2Z12Z03 ~f" 31213»

B' = èiZ02Z12 -| Ô2Z03Z12 -| &3Z03Z13.

On en tire

A B 2 Y01 B A Y01

A' B' Y„a B' A' Y02

On a d'autre part

Yl _ Yqi • Yq8 _ Yt _ V
V V V O0'
1 11 1 12 1 22

d'où

(AB' A'B)2 = [(AB' + A'B')Y12 A'B'Yu ABY22] Y00Z03Z12.

Posons

(Po = (11 «A) Zq2 + (®1 3 03 "h ( 31 3l)12

-f (a3b% — Â3Ô3) Zj3 -| («J&2 %2) 0203

H~ (Ä21 — Ä2l) 0212 4" (#22 â2ô2) Z03 Z12

~h (#23 — #23) 031 3 4~ (#32 32)1213»

<Pl = (ajb'x + «i&i) Z§2 + ... + (#32 + #32) 1213»

?2 = 1102 4~ 1303 + ••• H~ Ä321213»

<p3 = a1ô1Z02 + «xsZg -(-...+ a3bzZlzZlz.

L'équation précédente devient

9o = Y00(Y12cpx Yn92 Ya293). (4)

Les équations (3) et (4), jointes à /x = 0, /2 = 0 représentent
la surface F', plongée dans un espace S5, lui-même plongé dans
l'espace S7.
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possédant une seule courbe canonique de genre cinq

La surface F est d'ordre 32 et la surface F' d'ordre 16, ce qui
confirme que l'involution I est dépourvue dé points unis.

3. Entre le genre arithmétique pa = 3 de F et celui p'a de F',
nous avons la relation

fa + 1 = 2 (p'a + 1),

d'où P'a = 1. La surface F étant régulière, il en est de même de F'
et pour cette surface on a p'g = 1. La surface F' possède donc
une courbe canonique unique.

Le genre tt de cette courbe est lié au genre linéaire p{1) = 9

de F par la relation

pW - 1 = 2(tr - 1),

d'où 77 = 5.

Voyons maintenant quelle est la courbe canonique de F',
Les courbes canoniques de F transformées en elles-mêmes par

H sont la courbe découpée par l'hyperplan

Y00 = 0, Y01 = 0, Y oa = 0

et les courbes découpées par les hyperplans

AiY01 202 = 0, A1Y11 -f A2Y12 = 0, A,Y12 + A2Y22 = 0.

A la première correspond l'unique courbe canonique de F',
dont les équations sont donc

Y00 = 0, YjjY22 = Y|2,

0213 0312 = 9o = /l = /2 = 0.

Cette courbe est l'intersection de trois hyperquadriques dans
un espace linéaire à quatre dimensions ; c'est donc une courbe
d'ordre huit et de genre cinq dont la série canonique est découpée
par les hyperplans.

On remarquera que l'hyperplan Y00 = 0 touche la variété (4)

le long de la variété quadratique Yoo = 0, cp0 = 0.

Le système bicanonique de F' est par construction constitué
par les sections hyperplanes et on a P2 = 6.

Comme nous l'avons établi dans notre note citée plus haut,
le diviseur de Severi de la surface F est égal à deux. La surface F'
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L. Godeaux. — Construction d'une surface algébrique, etc.

étant l'image d'une involution d'ordre deux, privée de points
unis, appartenant à F, le diviseur de Severi de F' est le double
de celui de F, donc quatre.

4. Examinons de plus près la variété (4) .

Observons tout d'abord que dans S7, se trouvent deux espaces

linéaires à trois dimensions, 17 d'équations Z02 = Z03 = Z12 =
Z13 = 0 et £, d'équations Y00 = Yn = Y12 = Ya2 = 0, qui ne se

rencontrent pas.
Dans l'espace £, les équations cp0 = 0, = 0, cpa = <p3 = 0

représentent quatre quadriques linéairement indépendantes mais
liées cependant par la relation

<P0 — <Pl + = 0.

Dans l'espace S7, ces équations représentent quatre cônes

quadratiques ayant pour sommet l'espace rj.

L'équation (4) représente une variété ayant comme espace

double 7) et rencontrant £ suivant la quadrique cp0 = 0 comptée
deux fois.

L'équation Z02Z13 — Z03Z12 = 0 représente un cône de som¬

met rj.
L'équation Y11Y22 — Yi2 = 0 représente un cône ayant pour

sommet un espace à quatre dimensions contenant £. Enfin Y00 =
0 représente un hyperplan contenant l'espace £.

Coupons par l'espace S5 représenté par fx = 0, /2 = 0 et soient
rj', £' les droites suivant lesquelles cet espace coupe les espaces ??, £.

La surface F' est dans S5 l'intersection d'un cône quadratique
ayant pour sommet un plan contenant la droite d'un second
cône quadratique de sommet rj' et d'une hypersurface du qua¬

trième ordre passant deux fois par la droite rj' et touchant un
hyperplan passant par la droite £' le long d'une hyperquadrique.

L'espace rj est double pour la variété (4) et pour le cône Z02Z03

— Z03Z12 = 0, donc, dans cet espace, le cône YUY22 — Yi2 = 0

est quadruple pour la variété envisagée dans S7. Il en résulte
que la surface F' a deux points quadruples sur la droite 17'.

Liège, le 1er mai 1959.
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