p e r Bulletin de la Classe des sciences

S B

Sur les surfaces de genres géomeétrique et arithmeétique nuls
possédant un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles

Lucien Godeaux

Résumé

On démontre que la surface de genres pa — pg — 0 ayant un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles, représente
une involution cyclique du cinquieme ordre, privée de points unis, appartenant a une surface de genres pa = pg = 4.

Citer ce document / Cite this document :

Godeaux Lucien. Sur les surfaces de genres géométrique et arithmétique nuls possédant un faisceau de courbes
bicanoniques irréductibles. In: Bulletin de la Classe des sciences, tome 44, 1958. pp. 738-749;

doi : https://doi.org/10.3406/barb.1958.68899;

https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141 1958 num_44 1 68899;

Fichier pdf généré le 22/06/2023

@ @ creative
commons


https://www.persee.fr
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1958_num_44_1_68899
https://www.persee.fr/authority/622350
https://doi.org/10.3406/barb.1958.68899
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1958_num_44_1_68899

COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMLETRIE ALGEBRIQUE

Sur les surfaces de genres géometrique
et arithmeétique nuls possedant un faisceau
de courbes bicanoniques irreductibles,

par LuciEN GODEAUX

Membre de ’Académaie.

Résumé. — On démontre que la surface de genres p, = p, = 0
ayant un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles, represente
une involution cyclique du cinquieme ordre, privee de points unis,
appartenant a une surface de genres p, = p, == 4.

On sait que F. Enriques a démontré que la surface de genres
b, =P, =0, Py =1, P; = 0 (surface du sixieme ordre passant
doublement par les arétes d'un tétraedre) est I'image d'une invo-
lution du second ordre, privée de points unis, appartenant a une
surface de genres », = P, = 1 [1]. Nous basant sur ce résultat,
Nous avons cherché a construire des surfaces de genre p, = 2,
—= (0, P, > 1 comme images d'involutions dépourvues de points
unis appartenant a des surfaces algébriques. Précisément, nous
avons montré que st une surface réguliere de genre p, contient
une involution cyclique d’ordre 4, + 1, privée de points unis, la
surface image de cette involution a les genres $, = p, = 0,
P, > 1 [2]. Une application de cette remarque nous a conduit
construire une surface de genres p, = 9, = 0, P, = 2, a courbes
bicanoniques irréductibles [3]. Il sutht de partir d'unc surtace dn
cinquieme ordre transformece en so1 par une homographie cyclique
de période cing, possédant quatre points unis, ces points n'appar-
tenant pas a la surface. L'image de l'involution ainsi obtcnue
sur la surface est une surface du septieme ordre possédant comme
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droites doubles tacnodales les arétes d'un quadrilatere gauche
et comme droites simples les diagonales de ce quadrilatere (droites
exceptionnelles). 11 restait a prouver que l'on obtient ainsi la
surface la plus générale de genres », = $p, = 0, P, = 2, a courbes
bicanoniques 1rréductibles. C'est la démonstration de ce {fait
qui fait l'objet de cette note, sous l'hypothese que les quatre
points-base du faisceau de courbes bicanoniques sont distincts.

Partant d’une surface F de genres p, = p, = 0, p1V) = P, = 2,
contenant un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles,
nous démontrons qu'il existe au moins une courbe six-canonique
formcée d’unc part de trois courbes bicanoniques et d’autre part
de deux courbes tricanoniques. Nous en déduisons l'existence
de quatre courbes 1solées de genre deux, au moyen desquelles
on peut former deux courbes bicanoniques et quatre courbes
tricanoniques. Nous montrons alors que l'on peut, par une
transformation birationnelle, ramener cette surface a celle que
nous avons rencontrée comme 1mage d'une involution dont 1l a
¢té question plus haut.

Il est probable que les raisonnements précédents pourront
conduire a la determination des surfaces de genres p, = 9, = 0,
a courbes bicanoniques irréductibles, mais 1l faudra au préalable
avolr des indications sur la dimension du systéme linéaire mini-
mum contenant les courbes sommes de deux systemes linéaires.

1. Soit F une surface algébrique de genre p, = p, = 0, pW
= P, = 2, possédant un faisceau de courbes bicanoniques irré-
ductibles.

Nous désignerons par |C, | le systéme bicanonique, de degré
et de genre quatre, par | C, | le systéme tricanonique, de dimension
P,—1 =23, par |C, | le systétme quatre-canonique, de dimension
P, — 1 = 6, enfin par | Cq| le systéme six-canonique, de dimen-
sion P — 1 = 15.

Dans le systeme | C, |, il ne peut exister de courbe dégénérée
comprenant une courbe tricanonique, car elle serait complétée
par une courbe canonique, ce qui est impossible. Par conséquent,
les courbes quatre-canoniques dégénérées le sont en deux courbes
bicanoniques.

Les courbes C, formeées de deux courbes bicanoniques forment
un systeéme de dimension deux. Par conséquent, puisque |C, |
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est de dimension 6, i1l existe un systemec linéaire de dimension 3,
formé de courbes qui ne sont pas dégéneérées en decux courbes C,.
Nous désignerons ce systeme par C, .

Dansle systeme | Cq |, il existe des courbes formées d’une courbe

C, wrréductible et d'une courbe C,. Quatre points é¢tant choisis
arbitrairement sur If, par trois quelconques de ces points passe

une courbe C, et par le dernier une courbe C,, par conséquent
par ces quatre points passent des courbes C, - C, en nombre
fin1 et le systeme linéairc 64 L+ C, | a une dimension 7,., au
moins ¢galc a 5. Il en résulte qu'il existe dans le systeme | Cq |,
de dimension 15, un systeme linéaire de dimension au plus

b1

égale a 9, dont les courbes ne sont pas formées d'une courbe C,
irréductible et d'une courbe C,. Nous désignerons ce systéme par
G |- -

Dans le systeme |Cg1, il existe des courbes formées de trois
courbes C, et des courbes formdées de deux courbes C,. Les pre-
micres forment un systeme linéaire de dimension trois et les
secondes un systeme de dimension six. Ces deux systémes ont
au moins une courbe commune. Par conséquent, il existe au
moins unc courbe 6-canonique formée d unc part de trois courbes
C, et d’autre part de deux courbes C;. Nous allons passer en revue
les diftférentes hypotheses qui peuvent étre faites.

2. Supposons en premicr lieu qu’il existe une courbe C, formée
4 la fois d'une courbe C, comptée trois fois ¢t d'unc courbe C,
comptée deux fois. 1l doit alors exister une courbe I' telle que
Co == 2", C, =3I La courbe [I' nc pcut d’allleurs étre une
courbe canonique.

On a successivement

r'—r —20 I'" =3 I =21 T"
ct
" — == - T == 3T

d'ou I - 2I'" Mais alors, I — " — I' et I scrait unc courbe
canonique de Y, ce qu est impossible.

Supposons en second lieu qu’il existe une courbe Cg; qui soit
a la fois formée d'une courbe C, comptée trois fois et de deux
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courbes C;, C3* de |Cy|. 11 doit exister deux courbes I'y, I
telles que

Co = Iy 4 Iy, C5 =217 Iy, G35 = I + 2T,

On a alors
Co=11+ T, =TI+ 27,
d’ol
rN—17TI, =1T,.

I, scrait alors une courbe canonique de I, contrairement a
I'hypothese.

Supposons cn troisieme lieu qu’il existe une courbe C,s formée
a la fois d'une courbe C,; comptée deux fois et de deux courbes

>, Cs ', la premiere comptée deux fois. Il doit alors exister trois
courbes I, I'}, I', telles que

Co=011+1, C,=2I'T Cy=I+1,+1T,.
Nous avons
(I + T ~ I+ T,=T+T,+ T,
d’ot
I'—T =T

ILa courbe [I" serait alors une courbe canonique de F, ce qui
est 1mpossible.

Supposons maintenant qu’il existe une courbe Cg qui soit a la

fois une courbe C; comptée deux fois et trois courbes C;, C;*,

C;™". Il existe alors trois courbes I}, Iy, I'; telles que

Cr=T,4+ T, C* =T, +T1,C*=T,+T,

On a
Lo+ Ty) =Ty 4+ Ty =14+ T, + T,
d’ou
[o=1,+1T1T, Io—1I,=1T,.
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[La courbe I} serait donc une courbe canonique de I¥, ce qui
est 1mpossible.

Supposons qu’'il existe une courbe C, formée 4 la fois de deux
courbes C;, C3* et de deux courbes C;, C3*, la premiere comptée
dcux fois. Il doit alors exister quatre courbes I, Iy, ['5, I,

telles que

;EF1+F2:C;*;F3+F41
Co =2I'+ 1T, Cy=2I,+ T,

Ce cas se présente eftectivement, la surface I que nous avons

rencontrée présentant cette particularité.

I1 nous reste une derniere hypothese, celle ou 1l existe une cour-

be Cg qui soit a la fois formée de trois courbes C3, C3¥, C3™ et

de deux courbes C3, C3. Il doit alors exister six courbes I, I,
s, I'y, I, I'; telles que

, = I + T, C;*EF3+F¢1: Ca™" = 1y 4 1,
s =1+ I3+ I, C* =T, Iy + I,

Nous allons voir que cc cas nc peut se preésenter.

3. Placons-nous dans la derniere hypothese, ol 1'on a donc
Co = I+ 1y =15 + I'y =[5 + 1,
Co=IN+ 1Ty +1Is=1,+ I'y+ I

Les courbes I, I, ..., I'; sont 1solées, car st 1] par exemple
décrivait un faisceau, toutes les courbes bicanoniques I + 15
seraient réductibles, contrairement a ’hypothese.

On a
C;EF{+T2£F2‘|‘F4+F,
donc Iy == I'y -~ I;. On peut donc écrire

I 4T, I,=T,+T, I}~T,+T,
Fé—:—FS‘}‘FEn Fdi:trl—l"rs: Fé:_“Fl——I—I‘J

Désignons par #;, ; le degré et le genre virtuel de la courbe I,
et par #;, le nombre de points communs aux deux courbes 17, I.

— 742 —



et arvithmetique nuls possédant un faiscean de courbes bicanoniques

-

En appliquant le théoréme de Riemann-Roch a la courbe
I';, on an, =m; — 1. D’autre part, en exprimant que le systeme
I + I's a le degré et le genre quatre, on a

My + By + 2Myy = 4, + Ty + Ny — 1 =

d’ou 'on conclut #n,, = 1, m; + 7, = 4. Observons de plus que
les courbes adjointes a [, I, existant, on a - =1, =, =
LLe méme raisonnement montre que l'on a

‘/:rl:, 77'5 '_|— 776 — 4,

7T3 ;11 7T4;11 775;1; Wﬁ;";i.

F —
UTY 1, w3+ 74 =

o)

o)
o
o=

En exprimant que la courbe I'; est rencontrée par son ad-
jointe en 27, — 2 points, on obtient les relations

%14 + %16 — 27T1 — 2, ?7/23 “l" ?@23 — 2772 — 2,

7316 “l“' 7/336 — 277'6 — 2.

Supposons que nous puissions avolrr m = 1, dou #n; = 0,
772 — 3, %2 — 2.

La premicre des relations précédentes donne #,4 = # = 0
En considérant les intersections de I, avec [} + [, = 1"y + I,
—- [’y - Iy, on trouve 5,3, = 1, #,; =
sections de I'y avec I, + I, = 1x - I, on trouve ,; = #n,
=7, — 1. De méme, la considération des intersections de
I'cavec Iy + I'y = I'y + I, donne 5,y = 1y = 75 — 1.

La courbe I, = I'y - I'y doit rencontrer I, en 4 points,
donc on a 7yy + Mys = 4 et par suite w5 + 75, = 6. Les nombres

ms et m sont au plus égaux a 3, donc on a 7y =m; =3 et

my = mg = 1.

La courbe Ig = I; -+ I'y doit rencontrer Iy en O points,
donc #n.,, = 0. Mais d’autre part, la courbe Iy == I', + Iy doit
rencontrer I’y en 4 points, donc on a %, = 2. On est donc conduit
a une absurdité et les genres des courbes [; sont tous égaux a 2.

4. Dans le cas ou tous les genres des courbes I'; sont égaux a 2,
on a n;, =1 et

De plus, en considérant les intersections de chacune des courbes
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['yavec T + 'y =15 - I'y — I'y + I, on obtient les relations

Mg+ Mg = Ny =+ Mg = 2,
%23 + ?'224 —_— 7?/25 + /}?/26 — y e vy 7316 _I“ %26 — 7336 _I_ 7246 —_— 2.

11 est ai1s€ de voir que les solutions de ces équations sont #,, = 1.

Cela ¢tant, les courbes I, I, ..., Iy se coupent deux a deux
en un point et les courbes C, rencontrent chacune de ces courbes
en deux points, qui sont nécessairement les quatre points-base
du faisceau | C, |, points que nous supposerons distincts. Les cour-
bes Iy + I, et I'y + I'y se coupent en quatre points, qui sont
donc les points-base précédents. Nous désignerons par A, le
point commun aux courbes I, I'y (¢ =1, 2; bk = 3, 4).

Supposons que [’y passe par A,, et par suite par A,,. Alors
I'y passe par A, et par A,,. La courbe Iy = Iy + I, coupe I}
suivant le couple A,; + A, et la courbe Iy, — I', -~ I suivant
le méme couple. Or, comme | I | et | I; | sont distincts (sans quoi
Iy et I', seraient équivalentes), la courbe I doit couper I
suivant un couple canonique et la courbe Iy suivant un couple
paracanonique. L'absurdité a laquelle nous sommes conduit
montre que la courbe [’ passe par A,; et A,,, et la courbe [y par
A, et Ayg. Alors le point A, compté deux fois forme un couple
canonique et le point A,; compté deux fois un couple paracano-
nique de I7.

La courbe I coupe I, suivant le couple A, -+ A,,, qui est
un groupe paracanonique de I',. La courbe Iy coupe I', suivant
le méme couple, qui est par suite un groupe canonique de I7.
L’absurdité a laquelle nous sommes conduit montre que I’hypo-

these examinée 1c1 ne peut se présenter.

5. Examinons maintenant la derniere hypothese, ou l'on a
Co=11+4+1y =13+ 1, Cgz=20 +1,—=2[,+ I,

Les courbes 17, I, I'5, I'y sont 1solées. On le démontre comme
dans le cas précédent. De plus, st I'on désigne par #;, =, le degré
et le genre virtuels de [, par #;;, le nombre de points communs a
I'. I, on a encorc

%2:77'?——1, 7@12:%34:1, 7T1+772:4,
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Le systéme bicanonique |C,| a quatre points-base que nous
supposcrons distincts, donc les courbes [ 4 I, I’y + Iy se
rencontrent en quatre points que nous désignerons comme plus
haut par A,;, A, Ass, Auy

La courbe I} —= I', + I', doit rencontrer I’} en 27, — 2 points,
donc I', rencontre /3 en 2 — 3 points. Ce nombre ne pouvant
étre négatif, on a =, == 2. De méme, 7, > 2 et par conséquent,
m — my — 2. On en déduit nyy =1, nyy =1, ny =1, n, =1.

Une courbe C, rencontre la courbe /7 en n; + #,, = 2 points.
On a #,4 + 1y, = 2, Ao 7,5, = 1. De méme #n,, = 1. I3 = 21
découpe sur [ un couple canonique, d'ou 73 = 2, 7, = 2.

Le systéme | I |cst régulier et est un faisceau; il doit découper.
sur la courbe I la série canonique complete gs.

Considérons les systéemes |27, |, | Iy + I's |, | Iy + Iy, | 21|
D’apres le théoreme de Riemann-Roch, ils sont au moins simple-
ment infinis. Le premier systéme ne peut coincider avec | I | =
' I'y, + I', |, car alors toutes les courbes de | I | seraient dégénérées
et comprendralent comme partic I, ; les courbes [, et ', seraient
equivalentes, ce qui est impossible. ¢ second systeme ne peut
coincider avec | Iy | pour une raison analogue. Le troisiéme systéme
ne pcut appartenir a |I7 | car la courbe I', serait une courbe
canonique. Par contre, le systeme | 2I"; | découpe sur I} une série

gz qui ne peut étre que la série canonique. On a donc

I | = [Ty + I'y| = | 2@ |.

Un raisonnement analogue montre que 'on a

Iy|=|I + I, 2T, |,
T I+ TI,|=|2T,],
Iy | = Iy + Iy | = |21 .

!

De ce qui précede, on conclut

C;'H+Q:qg+ﬂﬂ
Cs I+ Iy| = |1} + 20|

|

Les courbes 217 4+ I';, 21, + Iy, 20", + Iy, 21"y + I, sont
donc des courbes tricanoniques ct déterminent complétement
le systéme [C, |, de dimension trois. Observons que ce systéme
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a deux points-base : A;, commun aux courbes [7, [, et le point
A,;, commun aux courbes ['5, I',. Le systeme tricanonique a le
degré eficctif scpt et est donc simple.

6. Rapportons projectivement les courbes C, aux plans de
I'espace. Le systeme ayant deux points-base A,,, Ajy, 1l corres-
pond a IF une surface F' d’ordre sept sur laquelle sont tracées
deux droites exceptionnelles a,,, a5, respectivement homologues
de Ays, Agy.

Désignons par a;, a,, aj, a4 les plans qui correspondent res-
pectivement aux courbes 217 + Iy, 20, 4+ Iy, 215 + I,
20, + I7.

Au faisceau de courbes déterminé par 217 + I';, 21°, — I}
correspond le faisceau de plans passant par la droite a; = (a4, ay).
Le premier faisceau contiecnt la composante fixe I et la droite
a,, qul est double pour L', correspond a la courbe I} dans un
sens qui sera précis¢ plus loin.

De méme, les droites a, = (ay, a;), a; = (aj, a), @44 = (ay, ay)
sont doubles pour la surface E’ et correspondent respectivement
aux courbes [, I',, I,

ILa courbe 277 - I'y passe deux fois par A,, et unec fois par
A,,, donc le plan a; contient la droite a,, ¢t coupe a;4 en un
point que nous ddésignerons par A,. Le plan a, conticnt ¢gale-
ment a;, ¢t coupe a;, en un pomnt A; qui est distinct de A,,
puisque I’y et I, ne s¢ touchent par en A,,.

De méme, les plans ag, a4 contiennent la droite a,4 et coupent
a,, en des points distincts A,, A, respectivement.

La droite «,, intersection de a, et a, passe nécessairement
par A, ct A,. La droite a, passe par A;, A,, la droite a; par A,, Ay,
la droite a, par A;, Aj;.

La section de I¥' par le plan «;, qui correspond a la courbce
2Iy 4+ I';, doit comprendre la droite double a, comptée deux
fois, la droitc double a, et la droite exceptionnelle (simple) a,,.
On cn conclut que la droite a; est une droite double tacnodale
de IV, la droite double infiniment voisine se trouvant dans le
plan a,. Aux points de la courbe [ correspondent les points
infiniment voisins de cette droite double tacnodale.

De méme, les droites a,, a5, a, sont doubles tacnodales pour I+,
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les droites doubles infiniment voisines se trouvant respective-
ment dans les plans a,, a;, ay.

7. Rapportons 'espace au tétraedre de référence A,A,A A,
I’équation du plan a; étant x, = 0 et formons 1'équation de la
surtace F'.

On voit tout d’abord que les intersections de ' avec les plans
0, 0y, U3, @&,y SOnt respectivement

X, = X3xax, = 0, %y = 230520, = 0, x5 = x7x5x, = 0, £, = xx7%, = 0.
Les autres termes de 1'équation contiennent le facteur x;x,x5x,
et cette équation peut donc s'écrire
A2 4.2 A2
A\ X1 XXy T AeXoX1Xg T A3X3XyXy
4,2
+ @ X4X3K, + XXX 3%, 3(Xy, Ko, X3, X4) = 0,

ou f, = 0 est I'équation d’une surface cubique passant simple-
ment par les droites a,, a,, a4, a,. On a

. 2,, 2 2 2 .,
T3 = 01X1%y + boXaxy + bax3x, + 04X3%;5 +
T O XX 3%y + CoX XXy - CgX gy Xy = C4XXpX 3.
L’équation de la surface I pcut donc finalement s'écrire

1 .2 1 q 2 4.2 4. 2
6?,1%1.:\,2.%4 T agxlexg + ﬁ3x3x’4x1 —{" a’ilxtleix‘l

: 2 .. 2 2 2

1 (Oaxy, + byxnxy b bgxsxg - byvgxg

-*Jr* C1XoX 3X 4 + CoX gX 4y X1 _‘[_ C3X4%X1%X0 —I" C4xlx2x3)x1x2x3x4 — O

Les adjointes d'ordre 7—4 = 3 a I'" sont des surtaces cu-
biques circonscrites au tétracdre de réicrence et touchant le
long de a,, a,, a,, a, respcctivement les plans a,, a,, aj, ay. De
telles surfaces n’existent pas et l'on a bien p, = 0.

Les biadjointes sont des surfaces du sixieme ordre passant
trois fois par les droites a,, a,, a5, @, en touchant respectivement
le long de ces droites les plans 4, a,, a;, o, et deux fois par les
droites a,,, a54. Elles sont formdées par les quatre faces du té-
traedre de référence et par les quadriques

xlxz _I_ kx3x4 — O.

On a donc bien P, = 2 et les courbes bicanoniques sont irréducti-
bles.
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Les triadjointes sont formées des faces du tétraedre de réfé-
rence comptées deux fois et des plans de l'espace. On a P, =

La surface 1" est I'image de l'involution privée de points unis
déterminée sur la surface du cinquieme ordre

0, X3 4 @, X5 4 a3 X3 + a, X8 + 5, XXX 4 5, XX, X, +

+ 0, X3X X + 0, XX Xy 4 o, XEXEX 5 + 6, XEX5X, -
o XGXGXK, + ¢, XXX, =

par 'homographie de période cing
X Xo: Xg: Xy = X, 68X, 12X, 1 X,

ou e est une racine primitive cinquieme de l'unité.
On obtient cette surface en rapportant projectivement aux
plans de l'espace les surfaces cubiques

/\1X%X3 T )\2X§X4 + A3X§X2 =R /\4X§X1 = ().

Ainst se trouve démontré le théoreme suivant :

Une surface algébrigue de genrves p, = p, = 0, p¥! = P, = 2,
a courbes bicanoniques trreductibles, peut se vamener a la surface
image dune mvolution cyclique d’ordre cing, privée de points
unis, appartenant a une surface de genves p, = p, = 4, p'V'= 6,
dans U hypothese ou les quatre poinis-base du systeme bicanonique
sont distincts.

Liege, lc 1er septembre 1958.
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della Accad. Naz. dei l.incei, 2¢ sem. 1931, pp. 479-481) ; Sur les
surfaces algébriques de gemrves avithmétique et geométvique zévo dont
le genve lindaire est égal a deux (Bull. Acad. roy. de Belgique, 1932,
pPp. 26-37).
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