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GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Surfaces dont les réglées gauches asymptotiques
appartiennent a des complexes linéaires,

par Lucitex GODICAT X,

Membre de ' Académie.

Résumé. — Remarques sur la construction des surtaces dont les
réglées asymptotiquesgauches appartiennent a des complexes lincaires.
[.a surface la plus genérale de cette espece ne peut etre obtenue comme
surface focale d'unc congruence W dont l'autre surfacc tfocale a ses
asymptotiques d'un mode appartenant a des complexes lincaires.

C. Segre a remarqué que st une surface réglee est nappe focale
d'une congruence W, la seconde nappe locale de celle-ct est en
oénéral une surface dont les asymptotiques d un mode appar-
tiennent a des complexes lincatres. (5. Ifubini est parvenu a
démontrer 'inverse de ce theoreme, ¢ est-a-dire qu une surface
dont les asymptotiques d un mode appartiennent a des complexes
linéaires peut toujours Ctre considérée comme nappe focale
d'une congrucnce W dont la seconde nappe focale est une réglée.
Ce théoreme a permis a M. lerracini de dé¢terminer toutes les
surfaces dont les asvmptotiques apparticnnent a des complexes
lincaires (1).

Soit (x) unc surface rapportee a ses asymptotiques u, ©. Aux
points d'une hignc # (sur laquelle 2 varie), menons les tangentes
aux courbes v. Nous obtenons ainst une surface reglee asympto-
tique gauche que nous dirons associee a la ligne . Cela étant,

-,

nous dirons que la surface (x) est unce surface I+, si les lignes #

—_— . - - - ——r T—-———— —a -

(1) TERRACINI, Sulle supevficie aventy un sistema, o entvambr, di asintoltiche in
complesse lineari. Appendice 1V a la Geowetria prowettiva diffevenziale de G.
IFUBINT et L. CECH, tome 1] (Bologna, Zanichelll, 1927).
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L.. Godeaux. — Surfaces dont les reglées gauches asymptotiqies, etc.

sont des droites, une surtace I+ s1 les lignes # appartiennent &
des complexes hnéaires, une surtace I, s1 les reglees gauches
asymptotiques associces aux lignes u appartiennent a des com-
plexes lincaires.

S1 (x) et (¥) sont les deux nappes tocales d'une congruence W,
le théoreme de Fubini exprime que st (x) est une surface I,
la congruence peut toujours étre choisie de telle sorte que ()
soit une surface I¥,. LL'interpretation de ce theoreme lorsque 'on

considere les suites de Laplace de l'espace S; associées aux
surfaces (x), (¥) conduit a une generahisation de la question (2).

Représentons par les points U, V de I'hyperquadrique QO de
Klein les tangentes aux asvmptotiques #, v de la surface (x),
par U, V les tangentes aux asymptotiques de la surface (%). Les
points U, V d’une part, les points U, V d’autre part, sont consécu-
tifs dans des suites de Laplace L: ..., U, ..., U, V, ... V|
et L:.... Gn LUV, L T” ..., chaque pomnt ¢tant le transformé
du précédent dans le sens des . Les droites de la congruence W
sont repreésentces par des points | intersections des droites UV,
UV et | appartient & une suite de Laplace inscrite dans les suites
L, L.

St (x) est une surtace 17y, la suite L s'arréte au point U, si
c'est une surface I+, elle s'arréte au point Uy, s1 ¢’est une surface
Iv,, au point U,, en presentant chaque fois le cas de Laplace. Le
théoreme de rubint se traduit de la manicre suivante : S la
sutte [. s'arréte au point Uy, on peut chowsir la congruence W de
maniere que la suite L s’arréte au point U.

Dans nos recherches citées plus haut, nous avons montré que
si (x) est une surface lf, c'est-a-dire s1 la suite L. s’arréte au point
U, (en présentant le cas de Laplace), la suite L s’arréte au point U,
ou au point Uy, ou au point U, et la surface (¥) est une surface F,,
ou une surface I, ou une surtace lv,. Cect nous conduit au pro-

(2) La théorie des surfaces et U'l-space véglé (NCTUALITES SCIENT., No© 138,
Paris, Hermann, 1934), Sur les surjaces associces a une suite de Lapluce lermanée
(CoLLOQUE DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE bU C. B. R. M., Paris, Masson, 1951,
pp. 191-203), Alcune Osservaziont sulle Congruenze W (RENDICONTI DEL SEMINA-
RIO DI TorRINO, 1953-54, pp. 39-48), Sur les suvfaces dont les véglées gauches
asvmptotiques appartiennent a des complexes hineaives (ABHANDLUNGEN AUS DEM
MATHEMATISCHEN SEMINAR, Hamburg, 1955, pp. 57-63).
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bléeme suivant : S1 (x) est une surface F,, c'est-a-dire s1 la suite
I. s’arréte au point U, cn présentant le cas de Laplace, est-1l
toujours possible de choisir la congruence W de telle sorte que la
suite L s’arréte au point U,, ¢’est-a-dire que (%) soit une surface F;.
Contrairement a ce quon pourrait penser, 1l n'en est rien.
C’est ce que nous nous proposons de démontrer dans cette note.

1. Soit (7) une congruence W dont les surfaces tocales sont (x),
(¥), les asymptotiques sur ces surfaces etant les courbes u, v.
Soient U, V les points de 'hyperquadrique O de Klein représen-
tant les tangentes xx10, xx%! aux asymptotiques #, v en un point x
de la surface (x). On a

U L 26V =0, Vol | 242U = 0,

a et b étant des fonctions de %, v. Les points U, V sont consecutits
dans une suite de Laplace

LU, . U, UV, Vo, Vo, (L)

ou chaque point est le transformé du precedent dans le sens des #.

A la surface (¥), nous associons de méme une suite de Laplace
analogue

N — T ._i "I L] il

LU, ..., 0,0V, V,..., V., .. (L)

L.a droite § est représentée par un point | appartenant aux

droites UV, UV et ce point décrit un réseau conjugué aux con-
gruences engendrees par ces droites.
Le point J appartient a une suite de Laplace

ceir o e Jo ) Jeqs oo s - (J)

s

inscrite dans les suites L, .. D'une maniere précise, le point J,
appartient aux droites U, U, et _ﬁnﬂﬁn et le point J , aux
droites V,_,V,, V,_,V,.

Supposons que la surface (x) soit une surtace I, et la surface (%)
une surface F,. Dans ces conditions, la suite L. s'arréte au point U,

en présentant le cas de Laplace et la suite L s’arréte au point U,
en présentant le cas de Laplace également. Nous supposerons

que les points U,, U,, qui ne dépendent que de v, engendrent,
lorsque v varie, des courbes n’appartenant pas a des hyperplans.
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appartiennent a des complexes linéaires

Dans ces conditions, la suite L. se termine au point V, en présen-

tant le cas de Goursat ¢t la suite L se termine au point V, en
presentant egalement le cas de Goursat. Nous avons ¢tabli

que les suite I. et L presentent la configuration indiquée par la
figure ci-contre.

) A\
u,
v
J v.,
1{5,_11__ A/
Ja
U |
|
Y
?g '“!.; \ .--"'F--J‘ ¥ -.F
- e r'{
P
u!.

LLe point ], coincide avec le point U, et appartient a la droite
1T 17101
U, U™

I.e premier point a ¢tablir est la possibilité de ces circonstances,
c est-a-dire :

1) Determiner J de telle sorte que J, coincide avec Us,.

2) Déterminer ] de telle sorte que J, se trouve sur la droite
U, 0

Ce sont ces deux problemes que nous allons d’abord étudier.

2. Rappelons tout d’abord les notations qui nous sont néces-
salres. '
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Nous avons

U1 . o __ I](log b) 01} U'2 —— L‘_"El . Ul e.(l()‘:@,'.. [)/2) 0]’

ou
hy = — (log. b)1' + 4ab, h, = — (log. bA ) —4- A,
Ensuite
Ji = ply— i, U, Jo == Uy — poly,
ou

pp = pOt —p (log. 5)°  py = )t — g (log. bhy) O

La condition pour que la suite L s’arréte au point U, en preé-
sentant le cas de Laplace est 4, = 0, car on a U;° == A,U,. Pour
que d’autre part J, coincide avec U,, on doit avoir p, = 0,
c cst-a-dire

w92 — 10 (log. 624,)% — p[(log. 0)%2 — (log. h)°! (log. bh,)°) = 0.

En constdérant i comme une constante, sotent ~ (u, »), o.(u, v)
deux solutions particulicres indépendantes de cette équation. La
solution geénéralc peut s’écrire

wo== 0, (1t)p,(u, ©v) + Os(1t)p,(ut, @),

ou 6,(u), 8,(1r) sont des fonctions arbitraires de .
Nous avons

J =AU —uV

avec, par un choix convenable du facteur de proportionnalite
(Demoulin),

ult® 4 20 =0, A% + 2au = 0.
On a donc

20X + 010, + Oy0, + 0,07° 4+ O,0,0 —= 0,

et ensuite
20 (log. b))% + 26A% + 6190 + Ayt + 0,00 + G035t = 0.
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En tenant compte du fait que o, o, satisfont a la relation

plt —— 110 (log. 6)°1 — habu = 0,
on en deduit

Oy o' — o (log. b)01] <= Oylqy" -5, (log. b))% = 0.

S 6,, 0, ne sont pas des constantes, 'expression

o, (log. b)o!

01
i

A — o log. )

doit étre indépendante de v. En exprimant que sa dérivée par
rapport a v est nulle, on trouve que les solutions o, v, ne sont
pas indépendantes ou que & ne dépend que de ». On doit donc
prendre pour 6, 6, des constantes C,, C,.

On aura donc

et dans ces conditions, le pomt |, coincidera avec le point U,.

3. Abordons maintenant le second probleme et, pour des
raisons de simplicite typographique, remplacons . par L. i

s'agit de determiner A et p de telle facon que le point J, appar-
tienne a la droite U, UYL
Nous avons

.]1 = MUl — HqU,
d’'ou l'on dédurt
Jit—Ji (log. buy)®t = u[UY — U, (log. Pl)m_ji*
Observons que l'on a

py = pt—p (log. 6)°1

et par conscquent

uo = p11— 410 (Jog. b)01 — 4 (log. )M
1l — 10 (:log‘ b)ol — habu = ().

|
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Par suite, on a

[J?l - Jl (log. b#])oqm = [. 21 T Jl (log. b#l)m] (log. H)lo-
Si 'on prend

| .
Jo = ;, [J3t — Ji(log. bp,)®] = Ut — U, (log. ),
on a J,° = 0 et, comme nous 1’avons établi, le point J, ne dépend
que de v.

Observons que si 'on a u;° = 0, c’est-a-dire
1l — 19 (Jog, 5)°r — u (log. H)1t = 0,

comme on a u!!'—pl® (log. 5)°' — 4abu = 0, on en déduit
(log. b)1* = 4ab et 4, = 0. La condition nécessaire et suffisante
pour que la suite L. se termine au point U, en présentant le cas de

Laplace et que le point J, appartienne a la droite U,U}! est que
10
u” = 0.

4. Revenons a notre probleme initial. La surtace (x) et la
suite L sont donnees. On choisit la congruence W en se donnant
le point J de la droite UV, satistaisant aux conditions trouvées
plus haut pour que J, coincide avec U,. Il s'agit de trouver la

surface (%) et la suite L de maaiére que celle-ci s’arréte au point U,
et que la droite U,U% passe par le point J, = U,.

Pour la suite I, nous utiliserons les mémes notations quc pour
la suite L, mais surmontées d’une barre. On devra donc avoir
h, = 0 et @, ne devra dépendre que de v.

Rappelons quelques formules établies précédemment (1),
mais en tenant compte 1c1 que 42, = 0. Posons

= A[2A, + 2A, (log. ak,)® + Aa]
X u[2p, (log. DA% + ] + 4
¢ = 2Xx, + 2X, (log. adkik,)10 - 2u; A
+ aA (log. a%a)t® 4 4b[2u, (log. bA;)% + upl,

= — 2Bpy — P (log. b*6)° — 4a[A, + A, (log. ak))'® 4 Aa],

A —— [T el T S S —

(1) Voir notre note Sulle congruenze W (RENDICONTI DI MATEMATICA E DELLE
SUE APPLICAZIONI, Roma, 1956, pp. 36-45). Il faut toutefois modifier les nota-
tions de cette note en remplagant ¢, n respectivement par — n, — ¢&.
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ou l'on a
k; = — (log. ak, ...k, DY + &k, 4,
A, = At — A, (og. ak, ... k; ),
— 2
a == 2 (log. a)?° -+ (log. a)1® + 4(6% 4+ ¢)),

_________ 9

B = 2 (log. )% + (log. &) + 4 (a® 4 )
a;, = a | (log. aky)?° '—{— (log. aky)1® (log. a%k,)*,

B, = B + (log. 64,2 + (log. bAh,)°* (log. b2/ )0
Nous avons les relations

0V 4 2y = 0, 04 2af =0, P10 = EN, O = qp
Nous avons ¢n outre

1 —— _
? J = AU — 4V,

ou
A=A, = pu:i
Nous avons cnsuite
G104 264 = 0, A% 4 24a = 0,

ou

, —

— 10
}.L

A g
01 { |

24 = A (log,é) 2t nA
U A Js

La valeur de i, est donnee par

- b-m L —bﬂl
ﬁl __ ﬁOI o ﬁ (log b)ﬂl — _H'___ .__H o

c’est-a-dire par

} Y
fr="" 2y + £

(204 + <p) (&)01 — ¥ (2?47 +_§&)°1
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Un calcul simple donne

- 20u,
1 = o
20 + &p

Pour notre objet, nous devons avoirr g, — 0, cest-a-dire

0l
Dbl + ¢ [M (mbg) + hm] 0.

Lorsque, dans cette relation, on remplace p par Cyo, -+ Cyo,,
on obticnt une equation du second degr¢ en €, C, dont les
coctficients sont des fonctions de u, ». Il n'est pas possible d'y
satisfaire pour des valeurs constantes de C,, C,. Pour satistfaire a
cette relation, 1l faut donc s¢ donner certaines conditions rela-
tives aux fonctions o, (u, v), o, (%, v), c est-a-dire particulariser
la surfacce (x). On observera que les fonctions o, (i, v), @, (2, V)
doivent cependant dépendre de # car autrement on aurait p!" = 0.

EEn tenant compte de nos résultats antéricurs, on en conclut
que s1 la surface (x) est genérale, la seconde surtace focale de la
congruence W est unc surface pour laquelle la sute 1. s'arréte

au point U, (surface I,) ou au point Us,.

5. L¢ resultat ncegatit auquel nous sommes parvenu pourrait
conduire a se demander s'1l existe des surtaces IF,. Nous signaie-
rons a ce propos que des surfaces de ce type sont connues et ont
et¢ rencontrees par M. Vincensim (3).

On pourra aussi consulter sur ces surfaces louvrage de 3. .
Bol (2},

Liege, le 28 mars 1958.

(R U T T T T

(1) Sur certaines suvfuces a lignes de courbure planes (ANNALES DE L'ISCOLE
NORMALE SUPERIEURE, 1941, pp. 111-161), Sur les surfaces dont les véglées asymp-
totiques d'un systeme appartiennent a des complexes linéarves (COMPTES RENDUS,
3 novembre  1904).

(%) Drojektice Differential-Geometrie, Tome Il (Gocettingue, Vandenhceck &
Ruprecht, 195:1).
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