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Résumé

On démontre que si le systéme canonique d'une surface algébrique est un faisceau et si la surface contient une involution
cyclique privée de points unis dont I'image est privée de courbe canonique, les courbes canoniques sont elliptiques et la
surface image posséde une courbe bicanonique formée de deux courbes elliptiques.
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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GIEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur les surfaces de genres arithmeétique et geometrique
nuls possédant une courbe bicanonique effective,

par LUCIEN GODIEAUX,
AMembre de ' Acaddémae.

Reésume. — On démontre que si le systeme canonique dune sur-
face algébrique est un faisceau et si la surface contient une mmvolution
cyclique privée de points unis dont l'image ecst privee de courbe
canonique, les courbes canoniques sont elliptiques et la surface image
posscde une courbe bicanonique formée de deux courbes clliptiques.

Le probleme de la détermination des surfaces algébriques
non rationnelles de genres arithmétique et géométrique nuls
est pos¢ depuis que Castelnuovo a donne les conditions de ra-
tionnalité d'une surface algébrique (1894). 11 a re¢u des solutions
partielles de la part de Castelnuovo, d’'lKnriques, de M. Campedelly
ct de nous-méme (1). Récemment, M. Burniat, dans un travail
en cours de publication, a réussi & construire toute une scrie de
surfaces répondant a la question.

Les surfaces non rationnelles de genres p, = $, = 0 peuvent
se répartir en deux catégories @ celles dont les systemes pluricano-
niques sont composés au moyen d’'un faisceau de courbes cllipti-
ques et celles dont les courbes bicanoniques sont 1rreductibles.
C’est de ces dernicres surfaces que nous nous sommnies occupe ct
ce sont des surfaces de cette nature que M. Burnmat a rcuss: a
construirc. Nous avons d’aillecurs démontr¢, dans 1l'opuscule
cité plus haut, que le bigenre P, cst au plus egal a 10 et les sur-
faces construites par M. Burniat ont pour le bigenre P, les valeurs

de 2 a 7.

(1) On trouvera la bibliographic de ces travaux dans notre expos¢ sur Les
survfaces non vationnelles de genves arithmiétique et gecometrigue nuls. Actualités
scicntifiques, No 123 (Pans, Hermann, 1934).
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Le procc¢dé que nous avons utilisé pour construire les surfaces
en question consiste a former 'image d'une involution cyclique
dépourvue de points unis, d'ordre p, + 1, appartenant a une
surface réguliere de genre arithmeétique p,. Dans ccette note,
nous partons d'unc surface régulicre dont le systeme canonique
est un faisceau de courbes irréductibles, contenant une involu-
tion cyclique dépourvue de points unis. Si la surface image de
cette mmvolution est dépourvue de courbe canonique, les courbes
canoniques de la surtace primitive sont elliptiques et la courbe
bicanonique de¢ la surface mmage se compose de deux courbes

elliptiques. Nous avions d¢ja construit antérieurement une sur-
face particuliere de ce type ().

1. Soit I¥ une surface algébrique régulicre dont le systeme
canonique est un faisceau de courbes imrreductibles K de¢ genre
»1) Nous avons donc p, = 2. Supposons que I' contiennc une
involution cyclique I privée de points unis et que la surface
I, 1mage de cette involution, soit dépourvue de courbe canonique.
Nous désignerons par T la transformation birationnelle de F en
so1 génératrice de cette involution.

Entre le genre arithmétique p, = 2 de I¥ et celui p, = 0 de F/,
on sait que nous avons la relation

d'ou p = 3.

La transformation T opcre, sur le faisceau canonique K|,
comme une homographie et 1l y a donc deux courbes unies K, K.
A ces courbes correspondent sur I’ des courbes I, I',. Si 7 est

le genre de I3, nous avons par la formule de Zcuthen appliquée a
la correspondance (1, 3) entre les courbes I}, K,, la relation

;b(l) — 1 = 37 —1).

LLa méme formule, appliquée a la correspondance entre les
courbes [,, K,, montre que I', est également de genre 7.

(}) Sur une surface algébrique non vationnelle de genves arithmétique et géomeé-
trique nuls, et de genve linéaire un (BULLETIN DE LA SOCIETE ROY. DES SCIENCES
DE LIEGE, 1934, pp. 181-187).
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Le faisccau canonique [K | a p'—1 points-base auxquels
correspondent = — 1 pomnts communs aux courbes [, 1.

A une courbe K correspond sur I une courbe I" de genre 1,
engendrant un faisccau | I'|. Inversement, & une courbe I" cor-
respondent trois courbes de [ K |.

Observons que si K varic d’'une manicre continue dans | K| et
tend vers une des courbes K, ou K,, la courbe homologue I' tend

vers la courbe I3 ou la courbe Iy comptée trois fors. On a donc
' =31 = 31,

Les m — 1 points-base du faisceau |I'| sont triples pour ces
courbes.

2. Dans le faisceau |2K [, qui appartient au systéme bicano-
nique de 1Y, se¢ trouvent trois courbes unies pour T, a savoir
9K, 2K, K, + K,

Soit [I} | I'adjoint a I'. Puisque I'" est dépourvue de courbe
canonique, aucune courbe I} ne peut contenir la courbe I
et par cons¢quent | I3 a la dimension = — 1. Les courbes I
découpent sur I, une sériec paracanonique compléte gf—2,
donc il y a une courbe Iy qui contient I, comme partie. La
courbe Iy — Iy, a pour homologue sur I une courbe K unie
pour T et comme I'; — I', ne peut coincider avec I, cette courbe
K est nécessairement K,. On a donc

Iy =21, et de méme, I, = 217,.
Cela ¢tant, le biadjoint [I'j] a I est
Iy =1+ I, =2I" + T,

Par conséquent, le syst¢me bicanonique de I’ est

Iy — I | = Iy + T,.

. . 1C¢ lque IF a la di '
3. Le svstéme bicanonigue de IF a la dimension

P, 1 =¢p, +p0 1 =3m—1) & 2 ;

11 contient les courbes 2K et st 7 > 1, 1l est plus ample que le
faisceau |2K|. Il en résulte que le systéme bicanonique I + Iy
de I’ peut ne pas se rcduire a cette courbe. Ce dernier systéme a
la dimension 7 — 1.
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Formons le systeme tricanonique de . Nous avons
IV = 20, + Iy) =4I = I + 315,
d'ou
I

|
i

Les courbes bicanoniques C, de F’ ont le genre 37 — 2, par
conséquent le systeme tricanonique |Cy| a la dimension 37 — 2.
S1 7w > 1, cette dimension est supcérieurc a trois.

Puisque la courbe 377 apparticent totalement a |Cy/, les courbes
C, decoupent, sur [, une série d’ordre 37 — 3 et de¢ dimension
3m — 3. Mais alors, la courbe 7, scrait rationnelle, ce qui est
impossible. On en conclut que l'on a = = 1 et par consequent

IZ')(l) — 1.

4. On peut former aisément les courbes pluricanoniques de la
surface ', 1l existe tout d’abord une seule courbe bicanonique,
I + 1, formée de deux courbes elliptiques qui ne se rencon-
trent pas. On a P, = 1.

Le systéme tricanonique est constitué¢ par le faisccau [I'l et on
a Py = 2.

Le systeme tétracanonique comprend une seule courbe 2(/7+1%)
et on a P, =

Lc systecme H-canonique comprend les courbes 4717 + 1, ct

I+ 41, et on a P, = 2.

Le systeme 6-canonique comprend les courbes 6175, 3(L] + 1Y),
61, c’est-a-dire coincide avec le faisceau I} compté deux fois.
On a P = 3.

Dans une note antérieure, citée au début, nous avons construit
un excmple de la surface I’ en partant d'une suriace I’ inter-
section d'une hypersurface cubique ¢t de la variété de Segre
representant les couples de points d’une droite et d'un plan,
dans un ecspace S; a cing dimensions. Cette surface contient un
faisceau de courbes elliptiques planes, situees dans les plans

appartenant a la variete de Scegre, et qui est le faisccau canonique

de la surtace.

Liege, le 11 octobre 1958.
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